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1. Introduction 

Soit n un entier > 2. Etant donne un faisceau semi-stable F de rang 2 et de classes de 
Chern c\ = 0, c 2 = n sur lc plan projectif complexe, la cohomologie H 9 (F(i)) est nulle pour 
q = ct i < 0, ou pour g = 2 ct i > - 2. II resulte du theoreme de Riemann-Roch que 
dimH 1 (F(-l)) = dimH 1 (F(-2)) = n, et dimH^F) = n-2. On dit qu'une droite i C P 2 est de saut 
pour F si la restriction F|^ n'est pas isomorphe au fibre trivial de rang 2 sur £. Cohomologiquement 
ceci signifie aussi H 1 (F(— l)^) ^ de sorte que 1'ensemble des droites de saut de F est le support 
du conoyau du morphisme canonique de faisceaux localement libres de rang n sur le plan projectif 
dual 

H 1 (F(-2))®0 P -(-l) ► H 1 (F(-1))®0 P .. 

D'apres le theoreme de Grauert et Mulich [2], ce support est de dimension I : autrement dit, le 
determinant du morphisme ci-dessus definit une courbe @f de degre n dans le plan projectif dual 
qu'on appelle la courbe des droites de saut de F. 

On designe par M„ l'espace de modules des classes de S-equivalence (c/. §2) de faisceaux semi- 
stables de rang 2 et de classes de Chern (0, n) sur P2. C'est une variete projective irreductible et 
normale de dimension An — 3, localement factorielle [5]. Les points qui representent des faisceaux 
singuliers constituent une hypersurface <9M„. On considere d'autre part le systeme lineaire complet 
C„ des courbes de degre n dans le plan projectif dual : c'est un espace projectif de dimension 

hn(n + 3). On dispose d'un morphisme j3 : M n ► G n qui associe a la classe d'equivalence d'un 

faisceau semi-stable F la courbe /3p de ses droites de saut : c'est le morphisme de Barth. On sait que 
ce morphisme est un isomorphisme pour n = 2, et que pour n = 3, c'est un morphisme de degre 3. 
Pour n > 2, on sait par ailleurs [13] que la restriction de (3 a l'ouvert des faisceaux localement libres 
(obligatoirement fx— stables) est quasi-fini. La courbe des droites de saut d'un faisceau singulier 
est obligatoirement reductible ; ainsi, le morphisme de Barth est un morphisme fini au-dessus de 
l'ouvert des courbes irreductibles. On sait d'autre part d'apres Barth [3] que l'image de (3 rencontre 
l'ouvert des courbes lisses. 

Le but principal de cet article la demonstration du theoreme suivant : 

Theoreme 1.1. — Pour n > 4, le morphisme de Barth est generiquement injectif. 

Ceci signifie qu'il existe un ouvert de Zariski non vide U de M n tel que la restriction de (3 a U 
soit injective. On sait par ailleurs que l'image reciproque du fibre 0(1) est le fibre determinant D 
de Donaldson. Les nombres de Donaldson du plan projectif sont definis par 

q in -3 - / Cl(2)) 4 "- 3 

et sont maintenant bien connus [6], [7], [18]. On a par exemplc 

<7i3 = 54, q 17 = 2540, q 2 i = 233208. 

Corollaire 1.2. — L'image de morphisme de Barth est une sous-variete fermee de C n de 
dimension An — 3 et de degre qi n ~3- 

La variete L = /3(M4) est done une hypersurface irreductible de 64 = P14, de degre 54, 
constitutes de quartiques dites de Luroth : les courbes generiques de & sont les quartiques lisses 
qui sont circonscrites a un pentagone complet (cf. §5.4). De meme, les courbes generiques de 
/3{Ms) sont les quintiques lisses circonscrites a un hexagone complet : ce sont les quintiques dites 
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de Darboux ; la variete /3(M 5 ) est une sous-variete fermee de codimension 3 de 65 = P20 de degre 
2540. 



Lc theoreme ( 1 ) se demontrc par recurrence sur n, a partir du cas n = 4, qui n'est nullement 
evident. Pour n = 4, il s'obtient en mettant en evidence un diviseur ©2 C M„ satisfaisant aux 
conditions suivantcs, sur un ouvert non vide D2 de ©2 : 

— les fibres de [3 qui rencontrent ©2 sont reduites a un point. 

— le morphisme [3 est non ramifie en tout point de D^. 

En particulier, la restriction de /? a cet ouvert "DZ, est injective. La construction d'un tel diviseur 
resulte de l'etude de l'image reciproque (3^ 1 (§4) de l'hypersurface 84 C 64 des quartiques 
singulieres ; cette hypersurface a trois composantes irreductibles dont Tune est le bord dM n ct 
deux autres composantes irreductibles notee Di et T>2- La composante T>2 apparait en fait avec 
multiplicity 2, et le bord 9M4 avec multiplicity 3 (cf. theoreme 6.10). Les points du diviseur D 2 sont 
les classes des faisceaux semi-stables F de rang 2, de classes de Chern (0,4) qui ont au moins une 
droite de saut t d'ordre > 2, e'est-a-dire telle que dim H 1 (F(— > 2. Une description commode 
des composantes Di et D 2 s'obtient a partir de la description de M4 comme contraction d'un 
espace de modules S4 de systemes coherents semi-stables (r, 0) ou 6 est faisceau coherent pur de 
dimension 1 de caracteristique d'Euler-Poincare \ = 6, dont l'ideal de Fitting definit une conique 
c (appelee support schematique de 0) et T un sous-espace vectoriel de dimension 2 de H°(6) (cf. 
theoreme 4.9). Un point general de D2 provient d'un systeme lineaire (r, 0) ou est un faisceau 
inversible de degre total 5, semi-stable sur une conique singulicre c de P2. Nous avons en fait 
generalise cet enonce au sous-schema P„ C M„ des faisceaux de Poncelet, dont peut decrire une 
modification en introduisant l'espace de modules S„ des systemes coherents semi-stables (r, Q) ou 
Q est un faisceau coherent pur de dimension un dont lc support schematique est une conique, de 
caracteristique d'Euler-Poincare \ = n + 2, et T un sous-espace vectoriel de dimension 2 de H°(0). 
Les schemas S„ et P„ sont des varietes irreductibles et normales de dimension 2n + 5 et on dispose 

d'un morphisme birationnel S„ P„. Dans le cas n = 4, on a P 4 = M 4 et cc morphisme est 

l'eclatement de la sous-variete des faisceaux speciaux. D'autrcs proprictcs gcomctriqucs de S n et 
P„ sont decrites dans les propositions 4.5 et 4.8. 

Pour n > 5, on ctudic lc comportement des fibres de (3 au voisinage d'un point suffisamment 
general de B = (3(dM n ). Les points de dM n representent des faisceaux singuliers ; ceux qui n'ont 
qu'un seul point singulier s'inscrcnt dans une suite exacte 

► F ► E ► k(x) 

ou x est le point singulier de F, k(x) le faisceau structural du point x, et E le bidual de F; ce 
faisceau localement libre E est stable de classes de Chern C\ = 0, C2 = n — 1. La courbe des droites 
de saut de F est alors (3-p = /?e +x, ou x est la droite du plan projectif dual P;J definie par lc pinceau 
de droites de P 2 passant par x. Ainsi, un point general de Y represente une courbe de degre n qui 
se decompose en une droite ct la courbe, de degre n — 1, des droites de saut de E. Un resultat de 
Str0mme permet d'affirmer qu'au-dessus d'un point general q de B, on ne trouve que des classes 
de faisceaux F singuliers, et ceci en un seul point ; l'hypothese de recurrence permet de dire que le 
faisceau localement libre E et le point singulier sont parfaitement determines a isomorphisme pres 
par la courbe q ; la fibre /3 _1 (q) est alors isomorphe a la droite projective Pi = P(E X ) ainsi associee 



( 1 ) Le theoreme 1.1 est vrai en fait si le corps de base k est algebriquement clos et de caracteristique 
0, ce qu'on supposera desormais. 
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Le morphisme (3 est birationnel ; au-dessus d'un point general q S Y, la fibre de v est reduite a un 
point. On est ramene a prouver qu'au-dessus d'un ouvert non vide de Y, le morphisme v est non 
ramifie : c'est la principale difncultc de la demonstration. Nous traduirons en fait directement sur 
/? comment interpreter cette condition de non ramification (cf. proposition 13.1). 

Les faisceaux de Poncelet ainsi que les faisceaux de Hulsbergen, jouent un grand role dans 
l'etude presentee ici. Un faisceau semi-stable F de rang 2 et classes de Chern (0, n) sur lc plan 
projectif est dit de Poncelet si F(l) a au moins deux sections lineairement independantes. Comme 
nous l'avons deja dit, les faisceaux de Poncelet constituent un sous-schema ferme irreductiblc P„ 
de M n de dimension 2n + 5 si n > 4(cf. proposition 4.8) ; pour n = 4, tous les faisceaux semi-stables 
sont de Poncelet. M. Toma a demontre dans [24] que pour n > 5 la restriction du morphisme de 
Barth a ce ferme P„ est encore generiquement injective ( 2 ). L'image de P„ est la variete des courbes 
dites de Poncelet de degre n ; les courbes lisses qui passent par les sommets d'un polygone a n+1 
cotes circonscrit a une conique lisse forment un ensemble dense dans le ferme (3(P n ) des courbes de 
Poncelet. Le calcul du degre de cette sous-variete fermee irreductible (3(P n ) de dimension 2n + 5 
de C„ se ramene encore a un calcul de nombres d'intersection sur la variete M„. Par exemple, pour 
n = 5, il existc un faisceau universel F sur M 5 x P 2 , et le degre de /^(Ps) est donne par 



Les faisceaux dits de Hulsbergen sont les faisceaux semi-stables F de rang 2 et de classe de 
Chern (0,n) tels que F(l) aicnt au moins une section non nulle. Si n < 5, c'est le cas de tous les 
faisceaux semi-stables; pour n > 6 ils constituent (cf. [17], thcorcmc 4.7) un ferme irreductiblc 
H„ de M„ de dimension 3n + 2. L'image de H„ par lc morphisme de Barth (3 est encore un 
ferme irreductible de dimension 3n + 2 qui contient comme ensemble dense les points representant 
les courbes lisses de degre n passant par les sommets d'un polygone quelconque a n + 1 cotes ; 
ces courbes sont appelees courbes de Darboux de degre n. Une question interessante qui a notre 
connaissance n'est pas resolue est de determiner si la restriction de (3 au ferme H„ est encore 
generiquement injective. Pour n = 5, on a H 5 = M 5 et ceci est done vrai. Si e'etait encore le cas 
pour n > 6, le degre du ferme des courbes de Darboux pourrait encore se calculer comme nombrc 
d'intersection sur l'espace de modules M„. 

Voici le plan de cet article : les sections 2 et 3 sont consacrees a des rappels sur la notion 
de stabilite et semi-stabilite des faisceaux algcbriques coherents et des systemes coherents. Dans 
la section 4, nous etudions les faisceaux de Poncelet et les singularites des courbes de Poncelet 
de degre n associees a ces faisceaux de Poncelet dans la section 5 : l'enonce obtenu etend aux 
systemes coherents consideres dont le support schematique peut etre une conique singulicre un 
resultat bien connu (cf. Maruyama [20], Trautmann [25], Valles [27]) pour les systemes lineaires 
sur les coniques lisses. Ceci permet l'etude dans la section 6 du diviseur de M4 des faisceaux semi- 
stables dont la courbe des droites de saut associee est singuliere. Les sections 7 et 8 sont la cle de la 
demonstration dans le cas n = 4 : on associe a une quartique singuliere generale q l'unique conique 

( 2 ) Curicuscment, la demonstration de M. Toma ne marche pas pour n = 4. 
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p qui passe par les 6 points de contact des tangentes issues du point singulier ; ecrire que cette 
conique est singuliere revient a ecrire que la quartique q est la courbe des droites de saut d'un fibre 
de Poncelet associe a un pinceau de diviseurs de degre 5 sur une conique singuliere ; de plus, cette 
conique singuliere ct le pinceau sont determines de fagon unique a partir de la quartique. Cette 
presentation simplifie beaucoup l'esquissc que nous avions presentee dans [16]. De plus lc point 
fondamental de la demonstration, a savoir le calcul du rang de [3 au point generique du diviscur 
T>2 n'y etait pas aborde. C'est l'etude des equations du ferme PCD 2) qui permet de calculer ce rang 
dans la section 9 : on montre qu'au-dessus d'une telle quartique de Liiroth, le morphisme de Barth 
est non ramifie ; ceci s'obtient par un calcul de derivee, en deformant la conique et le pinceau. Dans 
les sections 10 a 14 on demontre, par recurrence sur n, le theoreme principal. 



2. L'espace de modules Mx(c) 

On rappelle ici les notions de stabilite et semi-stabilite [22]. Soit (X, O x (l)) une variete 
projective lisse polarisee de dimension n. On designe par K(X) le groupe de Grothendieck des classes 
de Ox-modules coherents ; il est equipe de la forme quadratique entiere q definie par q(u) = x(u 2 ), 
dont la forme polaire associee est notee ( , ). Si F est un faisceau algebrique coherent sur X, on 
designe par Pp le polynome de Hilbert de F. Si Y est une section hyperplane, on designe par h 
la classe de Oy , de sorte que (F, h l ) est la caracteristique d'Euler-Poincare de la restriction de F 
a une intersection complete generale de i sections hyperplanes. Le polynome de Hilbert de F est 
donne par la formulc 

P F (m) = <F,(l-fc)- m >= Yl CLh-iM 

n>i>0 

Ces definitions s'ctendent aux classes de Grothendieck c G K(X). Le noyau de la forme quadratique 
q est constitue des classes c e K(X) dont le rang et les classes de Chern, vues dans l'anneau 
d'equivalence numerique sont nuls. En particulier, le polynome de Hilbert d'une telle classe est 
identiquement nul. On designe par K num (X) l'algebre quotient 

K num (X) =K(X)/kcrg. 

Sur K num (X) la forme quadratique a encore un sens ; de meme, le polynome de Hilbert P c d'une 
classe c £ K num (X) a un sens. Si la variete X est une surface, et si c £ K num (X) a pour rang r, 
classe de Chern c\ et caracteristique d'Euler-Poincare x, la forme quadratique et le polynome de 
Hilbert sont donnes par les formules suivantes : 

q{c) = 2r X + c\ - r 2 X (Ox) 
Pc(m) = i(c, h 2 )m(m + 1) + (c, h)m + \- 

Quand X est le plan projectif, la classe h est la classe du faisceau structural d'une droite ; on a 
K(X) = Z 3 et la forme quadratique ci-dessus est unimodulaire. Alors K num (X) = K(X). 

Definition 2.1. — Soit F un faisceau algebrique coherent de dimension d ( 3 ) sur X. On 
appelle multiplicity de F le nombre entier r defini par r = r(F) = (F, h d ). 

Si le faisceau F est sans torsion, on a r = rang(F). degre (X). Si F est de dimension n — 1, la 
multiplicity r est aussi le degre de la variete de Fitting de F. Une classe de Grothendieck c de K(X) 
est dite de dimension < d si elle appartient a Pideal F<jK(X) engendre par les classes des faisceaux 

( 3 ) La dimension d'un faisceau algebrique coherent est la dimension de son support. 
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coherents de dimension < d. Si c est de dimension d, la multiplicitc dc c est le nombrc (c, h d ). Une 
classe de Grothendieck c G K(X) est dite > si le polynome de Hilbert 

m i ► (c, (1 - h)- rn ) 

est > 0; s'il n'est pas nul, ceci signifie qu'il existe un entier j > tel que (c, ft*) = pour i > j 
ct (c, ft J ) > 0. Les classes c de polynome de Hilbert nul constituent un sous-groupe N de K(X). 
La relation ci-dessus definit une relation d'ordre sur le groupe abelien quotient K(X)/N. On ecrit 
c = si c est de polynome de Hilbert nul. 

Definition 2.2. — (Purete) Un Ox-module coherent F de dimension d est dit pur s'il n'a 
pas de sous-module coherent non nul de dimension < d. 

Definition 2.3. (Semi-stabilite) Soit F un O^-niodule coherent de dimension d, de 
multiplicity r et classe de Grothendieck c. On dit que F est semi-stable si 

(i) il est pur de dimension d 

(ii) pour tout sous-module coherent non nul F' C F , de classe de Grothendieck c' et de 
multiplicity r' , on a 

C -< C - 

r' r 

On definit de meme la notion de stabilite en demandant l'incgalite stricte lorsque F' est 
distinct de F. 

Soit c G K num (X) une classe de Grothendieck de dimension d et de multiplicitc r. On 
considere la categorie des faisceaux semi-stables F de dimension d, dc multiplicity r tels que 
rc(F) = r(F)c. C'est une categorie abelienne, artinienne et nocthcrienne. Elle a done des nitrations 
de Jordan-Holder. Deux faisceaux coherents F et G sont dit S-equivalents s'ils ont meme classe de 
Grothendieck et si leurs gradues de Jordan-Holder sont isomorphes. 

Theoreme 2.4. — Soit c G K num (X). 

(i) // existe un espace de modules grossier Mx(c) pour les faisceaux semi-stables F de dimension 
d, de classe de Grothendieck c. 

(ii) L 'espace de modules Mx(c) est un schema projectif dont les points sont les classes de 
S- equivalence de faisceaux semi-stables. 

Ce resultat, enonce sous une forme voisine, est demontre avec cette generalite par C. Simpson 
[22] ; il etend Penonce bien connu de Gieseker et Maruyama [19]. 



3. Systemes coherents 

Soit (X, Ox(l)) une variete algebrique projective et lisse, de dimension n, polarisee. 

Definition 3.1. — On appelle systeme coherent de dimension d sur X un couple A = (r,F) 
forme d'un faisceau algebrique coherent F de dimension d sur X et d'un sous- espace vectoriel 

rcH°(F). 

Un morphisme de systemes coherents A = (r,F) >- A' = (r',F') est la donnee d'un 

morphisme de faisceaux algebriques coherents / : F «- F' tel que f(T) C T'. Les systemes 

coherents constituent une categorie additive. On peut la plonger dans une categorie abelienne en 
introduisant la notion dc systeme algebrique [9] : un systeme algebrique est un triplet A = (r, i, F) 



■5 



Joseph he Potier et Alexander Tikhomirov 



ou F est un faisceau algebriquc, T un espace vectoriel et i : T ► H°(F) une application lineaire. 

Un morphismc de systemes algebriques 

A = (r,i,F) ► A' = (T',i',F>) 

est un couple (/, g) ou / : T - V est une application lineaire et g : F «- F' un morphisme de 

faisceaux algebriques tels que le diagrammc 

f 

r — - r' 

i %> 

H°(F) — 9 -~ H°(F') 

soit commutatif. Les systemes algebriques constituent une categorie abelienne qui a suffisamment 
d'objets injectifs. En particulier, on peut definir, etant donnes deux systemes coherents A = (r, F) 
et A' = (r', F') les espaces vectoriels Ext 9 (A, A'). Ce sont des espaces vectoriels de dimension finie, 
et on a une suite exacte longue 

Hom(A, A') Hom(F,F') Hom(r, H°(F')/r') - 

Ext 1 (A, A') Ext^F.F') Hom(r,H 1 (F / )) ... 

On associe a un systeme coherent A = (r,F) la classe de Grothendieck dans K(X) 

c(A) = dimr + c(F) 

Definition 3.2. — Un systeme coherent A = (r,F) de dimension d est dit semi-stable si F 
est pur de dimension d et si pour tout sous-module F' C F non nul de multiplicite r' , on a, en 

posant r' = rn H (F) et A' = (r', F') 

c(A') ^ c(A) 
r i — r 

dimT' dimr „, , c(F') c(F) 
Ceci sigmtic done que — < et en cas d egalitc — — < . 

Quand on fixe lc polynome de Hilbert de F on obtient une famille de systemes coherents semi- 
stables (r, F) qui est limitee. On peut evidemment definir la notion de filtration de Jordan-Holder 
pour de tels sytemes coherents : ceci tient encore au fait qu'une classe c € K(X) de dimension d et 
de multiplicite r etant donnee la categorie §(c) des systemes coherents A = (r,F) de multiplicite 
r tels que rc(A) = r(F)c est une categorie abelienne, noetherienne et artinienne. Deux systemes 
coherents de dimension d et multiplicite r sont S-equivalents s'ils ont meme classe de Grothendieck 
et si leur gradue de Jordan-Holder sont isomorphes. Soient k un cntier, et c 6 K num (X) ; il existe 
alors pour les systemes coherents A = (r,F) tels que dim T = k,c(F) = c un espace de modules 
grossier Syst x (c, k) ; e'est un schema projectif dont les points sont les classes de S-equivalence de 
systemes coherents semi-stables [15], [9]. 



6 



Sur le morphisme de Barth 

4. Faisceaux de Poncelet 

Soit n un entier > 4. On considcre l'espace dc modules M„ des classes de S— equivalence de 
faisceaux semi-stables de rang 2, de classes de Chern (0, n) sur le plan projectif. C'est une variete 
irreductible de dimension An — 3 ; elle est lisse si n est impair ; quand n est pair, elle est normale et 
localement factorielle ; son lieu singulier est de dimension 2n et constitue des classes d'equivalence 
de faisceaux strictement semi-stables. Dans cet espace de modules, les classes qui se representent 
par un faisceau singulier constituent une hypersurface notee <9M„. 

Soit F un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern (0,n). On a H 2 (F(j)) = 
pour j > —3. La suite des nombres de Hodge j i— > dim H 1 (F(j)) d'un tel faisceau semi-stable 
est strictement decroissante pour j > jusqu'a ce qu'elle s'annule (c/. [10], lemmc 1.1) ; pour 
1 < j < ^ — 2 on a done dim H 1 (F(j)) < n — 2 — j, et pour j > n — 2 on a H 1 (F(j)) = 0. D'apres 
la formule de Riemann-Roch, on a en outre 

dimH°(F(j)) - dimH^FO')) = X (j) ■= U + l)(j + 2) - n. 

En particulicr, dimH°(F(l)) < 3. 

Definition 4.1. — Un faisceau semi-stable F de rang 2, de classes de Chern (0,n) est appele 
faisceau de Poncelet s'il satisfait a Vune des conditions equivalentes 
dimH°(F(l)) > 2 
dimH^F^l)) > n-4. 

Les classes d'equivalence de faisceaux de Poncelet constituent un ferme de M„ sous-jacent a 
un sous-schema ferme P„ defini de la maniere suivante : quand n est impair, il existe un faisceau 
universel F sur M„ x P2 parametre par M n et le sous-schema P„ est dehni par l'ideal de Fitting 
d'indice n — 5 (cf Lang [11] p. 483) du faisceau R 1 pr 1 „(F(l)). Quand n est pair, il n'cxiste plus 
de faisceau universel. Si F est semi-stable de classe de Grothendieck 2 — nh 2 , le faisceau F(^) est 
engendre par ses sections et H q (F(£)) = pour q>let£>n — 1. Considcrons pour I > n — 1 
un espace vectoriel H de dimension xCOi ^ e n b r e vectoricl E = H ® 0(—£) et le schema dc Hilbcrt 
R = Hilb(E, 2 — nh 2 ) des faisceaux coherents quotients de E de classe de Grothendieck 2 — nh 2 . 
L'espace de modules M„ est le quotient de l'ouvert R ss des points semi-stables par Paction du 
groupe reductif SL(H). II existe alors un faisceau universel F parametre par R ss et le schema P„ 
est le quotient de Mumford du sous-schema ferme defini par l'ideal de Fitting d'indice n — 5 du 
faisceau R 1 pr 1 ^(F(l)). 

4.1. Construction des faisceaux de Poncelet 

Considerons un systeme coherent semi-stable A = (F, O) de classe de Grothendieck c = 
2h + nh 2 et tel que dimT = 2. Le faisceau coherent O est un faisceau pur de dimension 1, de 
classe de Grothendieck c = 2h + Ah 2 : sa multiplicity est 2 et sa caracteristique d'Euler-Poincare 
est \ = n + 2 ; le support schematique d'un tel faisceau est une conique c. Le faisceau O peut 
alors etre vu comme un Oc-module ; les points au voisinagc dcsquels ce faisceau n'est pas un 
O c -modulc libre sont dits points singuliers de O. Un tel systeme coherent definit un element de 
Ext 1 (9, Q) ® T* = Ext 1 (6, T* <g> O) ou le faisceau 6 est le dual, defini par 

= Ext 1 (0,O) = e*®o c O c (2). 

On en deduit une extension 

-r*(8>0 F(l) ►€) ►O (4.1) 

Definition 4.2. — Un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern (0, n) est dit 
special si dim H°(F(1)) = 3. 
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Theoreme 4.3. - On pose S n = Syst(2/i + nh 2 , 2). 

(i) Le faisceau F construit ci-dessus est un faisceau de Poncelet de classes de Chern (0, n). 

(ii) Le morphisme canonique 

TT : S n ►■ P n 

qui associe a la classe du systeme coherent semi-stable (T, O) la classe du faisceau F est 
surjectif; e'est un isomorphisme au-dessus de I'ouvert de P„ des classes de faisceaux de 
Poncelet non speciaux. 

On obtient ainsi un diagramme de varietes projectives 

S n 62 = P5 

7T 



dans lequel le morphisme 7r est le morphisme decrit ci-dessus ; le morphisme a associe a un point 
de Syst(2/i + nh 2 , 2) represente par un systeme coherent (r, O) la conique c definie par le support 
schematique de 0. On verifiers aux paragraphes 4.3 et 4.4 que S„ sont des schemas integres (et 
meme normaux) de dimension 2n + 5. II resultc de l'enonce ci-dessus que le morphisme n est 
birationncl. 

Demonstration. D'apres le corollaire 4.22 de [15], lc systeme coherent (F, F(l)) est semi-stable. 
Pour en deduire que F est semi-stable, la demonstration est identique a celle qui est donnee dans le 
lemme 6.6 de [15]. La suite exactc (4.1) montre que le faisceau F est bien un faisceau de Poncelet. 
Rcciproquement, soient F un faisceau de Poncelet, et T un sous-espace vectoriel de dimension 2 de 
H°(F(1)). Alors la demonstration du lemme 6.6 de [15] montre le systeme coherent (r,F(l)) est 

semi-stable. Soit le conoyau du morphisme devaluation T ® V ► F(l), et = B<t 1 (0, 0). 

Alors est un faisceau pur de dimension 1, de classe de Grothendieck 2h + nh 2 et l'inclusion 
canonique T* Ext 1 (0,O) = H°(0) obtenue en appliquant lc foncteur Hom(— ,0) a la suite 
exacte 

► r <g> — F(l) ► ► 

definit un systeme coherent semi-stable (r*,0) de dimension 1 d'apres le corollaire 4.22 de [15], 
et le faisceau de Poncelet associe est isomorphe a F. Pour obtenir un isomorphisme au-dessus de 
l'ouvert des faisceaux non speciaux, il suffit de travailler en families et d'utiliser les proprietes de 
modules grossiers. □ 

4.2. Description des faisceaux speciaux. 

On designe par Q le fibre quotient canonique de rang 2 sur P 2 . 

Proposition 4.4. — Soit F un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern (0,n) 
sur le plan projectif. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) le faisceau F est special ; 

(ii) dimH 1 (F(l)) = n - 3; 

(hi) pour tout 1 < i < n — 2, on a dim H 1 (F(i)) = n — 2 — i; 

(iv) le faisceau F a une droite de saut d'ordre n — 1; 

(v) il existe une droite I C P2 et une suite exacte 

Q* F £ (1 - n) 

Dans ces conditions la droite de saut d'ordre n — 1 est unique. 
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Demonstration. Les assertions (i) et (ii) sont evidemment equivalentes d'apres le theoreme de 
Riemann-Roch, et (iii) implique trivialcment (ii). 

Montrons que (i) =>■ (iii). Soit un F un faisceau special; considerons un systeme coherent 
semi-stable (r, 6) ou 9 est de classe de Grothendieck 2h + nh 2 de support une conique c et V de 
dimension 2, et tel que le faisceau semi-stable associe soit isomorphe a F. Le faisceau 9, qui a pour 
caracteristique d'Euler-Poincare x(©) = 4 — n est alors instable car sinon, le faisceau structural 
Oc etant stable de caracteristique d'Euler-Poincare 1, par semi-stabilite H°(9) = 0, et on aurait 
alors dim H°(F(1)) = 2, ce qui contredit le fait que F est special. II en resulte que 9 est un faisceau 
instable de dimension 1 . Lc support de 9 est done obligatoircmcnt une conique c singulicre ; plus 
precisement, la filtration de Harder-Narasimhan de 9 montre qu'il existe une suite exacte 

- 9' - 9 9" 

ou 9' et 9" sont des faisceaux inversibles sur des droites £' et £" , de degres respectifs a' et a" tels 
que a' > a" . On a bien sur a' + a" = n. Le fait que (r, 9) soit semi-stable implique en outre que 
a' < n — 1 ou ce qui revient au meme a" > 1. Par dualite on a alors une suite exacte 

► 9" ► 9 9' 

Puisque 9" = Oe"(—a" + 1), et que 9' est un faisceau inversible de degre —a' + 1 < 0, le fait que 
F soit special est equivalent a a" = 1 ou encore a a' = n — 1. Si e'est le cas on a une surjection 

F(l) n + 2) ce qui signifie que £" est une droite de saut d'ordre n — 1 ; ceci demontre 

(iii). 

Montrons que (iii)=>(iv). Dire que £ est une droite de saut d'ordre n — 1 signifie que l'on a un 
morphisme non nul F «- 0^(1 — n) : ceci implique H 1 (F(n — 3)) ^ . D'apres le comportement 

de la suite i i— » dim H 1 (F(i)) decrite en preambule ceci implique que dim H 1 (F(?)) = n — 2 — i pour 
I < i < n — 2, ce qui demontre (iv). 

Montrons que (i) equivaut a (v). On a vu que si (i) est vrai, il existe une droite £ et un 

morphisme surjectif F «- 0^(1 — n). Le noyau K d'un tel morphisme est un faisceau sans torsion 

de rang 2 de classes de Chern (—1,1). Montrons qu'il est semi-stable : soit L un sous- faisceau 
maximal de rang 1 de K. Puisque L est aussi un sous-faisceau de F, on a ci(L) < 0. II s'agit de 
montrer en fait que Ci(L) < —1. Mais au cas oil c x (L) = 0, on aurait a cause de la semi-stabilite 
de K 

ca(L) > \ 

et d'autre part le quotient K/L serait sans torsion de rang 1 et aurait pour classe de Chern 

1 — h -\-h 2 

l-h + (l-c 2 (L)h 2 ). 



l + c 2 (h)h 2 



Ainsi ^ < c 2 (L) < 1 et n < 2 ce qui est contraire a l'hypothese. Ceci demontre done qu'un 
tel sous-faisceau n'existe pas. Puisque Q* est le seul faisceau semi-stable de classes de Chern 
(—1,1) le faisceau K est isomorphe a Q*. Ceci demontre (v). Evidemment (v) entraine l'existence 
d'une droite de saut d'ordre n — 1. Qu'une telle droite de saut soit unique, resulte du fait que 
Hom(Q*, £ (1 - n)) = pour n > 2. □ 

Un faisceau special F est obligatoirement stable ; il s'ecrit de maniere unique comme extension 

* Q* >- F Q e (l - n) 0. 

ils constituent une sous-variete £„ lisse et irreductible de dimension 2n + 2 qui ne rencontre pas le 
lieu singulier de M„. 
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4.3. Le schema S„ = Syst(2/i + nh 2 , 2) 
Proposition 4.5. — Soit n un entier > 4. 

(i) Le schema S„ est irreductible et normal de dimensions 2n + 5. 

(ii) L 'ouvert des points stables de S„ est localement intersection complete. En particulier, si n 
est impair, S„ est localement intersection complete. 

Demonstration. La demonstration necessitc Fintroduction du schema de Hilbert qui permet 
la construction de S n , a cause de la presence de points semi-stables quand n est pair. Elks pcut 
etre simplifiec pour n impair car dans ce cas tous les points semi-stables sont stables ; en outre 
les faisceaux stables O sont obligatoirement localement libres sur leur support [14]. Si (T, 6) est 
un systeme coherent semi-stable representant un point de S„, G est engendre par ses sections et 
H 1 (0) = 0. On considere un espace vectoriel H de dimension N = n + 2. Soicnt c = 2h + nh 2 , et 
Hilb(H ® 0, c) le schema de Hilbert des faisceaux quotient de classe de Grothendieck c. Designons 
par R* s le sous-schema ouvert de 

R„ := Grass(2, H) x Hilb(H ® 0, c) 

des couples (r, G) satisfaisant aux conditions suivantes 

(a) H 1 (G) = 0; 

(b) l'application lineaire H «- H°(Q) est inversible ; 

(c) le couple (r, G) definit un systeme coherent semi-stable. 

L'espace de modules S„ est un bon quotient de R^ s par Taction naturelle du groupe 
PGL(H), et Taction de PGL(H) est libre sur Touvert R* des points stables. Designons pour 

(r,G) £ R* s par K le noyau du morphisme H ® ► G. Au voisinage d'un tel point, 

Tespace de modules R„ est isomorphe (cf. [9]) au schema des zeros d'un morphisme d'un germe 
de schema lisse d'espace tangent de Zariski Hom(r, H°(0)/T)) x Hom(K, G) a valours dans 
Ext 1 (K, G). II resulte du lemme de Krull que toutes les composantes irreductibles sont de dimension 
> 2n + dim Hom(K, G) - dim Ext^K, G) = 2n + x(K, G) = 2n + 4 + N 2 . Considerons la projection 
canonique 

p ; R- . s „ -i* e 2 = P 5 

Au-dessus de Touvert des coniques lisses, ce morphisme est lisse de dimension relative 2n + N 2 — 1, 
et la fibre au-dessus d'un point est isomorphe a Grass(2, H) x PGL(H) par consequent l'image 
reciproque U de cet ouvert est irreductible de dimension 2n + 4 + N 2 . On va demontrer que R* s est 
un schema irreductible localement intersection complete do dimension 2n + 4 + N 2 , done de Cohen- 
Macaulay. II suffit de verifier que le complementaire de cet ouvert U est de dimension < 2n + 4 + N 2 . 
Ceci resulte du lemme suivant : 

Lemme 4.6. — Les fibres du morphisme p : R* s >- P5 sont de dimension < 2n + N 2 — 1. 

En fait, cet enonce entrainant que R* s est localement intersection complete et done de Cohen- 
Macaulay, il resulte que ces fibres sont de Cohen-Macaulay de dimension 2n + N 2 — 1 : en particulier, 
les fibres du morphisme p sont pures de dimension 2n + N 2 — 1 . 

Demonstration. Supposons d'abord que la conique c soit rcduite : au-dessus de c, il n'y a 
alors, a isomorphisme pres, qu'un nombre fini 1; . . . , G^ de faisceau G, satisfaisant a la propricte 
suivantc : pour tout quotient G G" de multiplicitc 1, x(G") > 1. Chacun de ces Gi est 

engendre par ses sections et on a H 1 (Gi) = 0, de plus, le groupe des automorphismes de Gi est 
reduit a k* , sauf si Gi n'est pas localement libre sur c. On a done un morphisme canonique 

fi : Wi = Grass(2,H) x lsom(H, H°(G«)) » R„; 
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designons par Wf s l'image reciproque de l'ouvert des points semi-stablcs. Les fibres de fi sont 
les trajectoires sous Taction libre du groupe Aut(Oj) ; par suite T adherence de 1'image de Wf s est 
au plus de dimension 2n + N 2 — 1. Ccs formes recouvrent la fibre, ce qui demontre l'enonce dans 
le cas oil c est reduite. 

Supposons maintcnant que la coniquc c soit une droite double £ 2 . Le faisceau O est ou 
localement libre auquel cas son groupe d'automorphismes est de dimension 1, ou isomorphe a 
une extension 

e (a) 6 Oi(b) 

ou a ct b sont des entiers tels que a + b = n, a > b > 1. Une telle extension peut etre scindee, 
auquel cas lc groupe des automorphismes de 6 est de dimension a — b + 3 ou 4 suivant que a > b 
ou a = b, ou non scindee, auquel cas le groupe des automorphismes est de dimension a — b + 2. 
Les extensions non scindees sont parametrees par l'espace projectif P a ^ = P(Ext (0^(6), O e (a))), 
de dimension a — b+ 1 et on dispose d'une extension universelle ai b sur P a ,b x P2. Considerons le 

schema W a ,fc = Grass(2,H) x lsom (H, pr u (Q a ^)) ct le morphisme canonique f a ^ : W a ,b R„. 

Designons par W^ s fc l'image reciproque de R^ s . On a done deux morphismes 

Wss fa,b jyss 
a,b * K n 

V 

Pa.b 

Considerons un point A G P a .t auquel est associee une extension Q\ et la fibre f -1 (A). La fibre de 
la restriction de f a .b a ^ _1 (A) est la trajectoire par Paction du groupe Aut(G^) ; cette action 
etant libre, on voit que le ferme / a ,b(^ _1 (A)) est de dimension < 2n — a + b — 2 + N 2 . Par 
suite dim fa,b(W a ,b) < 2n + N 2 — 1. Les extensions scindees se traitent comme ci-dessus, et leur 
contribution fournit des fermes de dimension < 2n + N 2 — 1. Comme tous ces fermes recouvrent la 
fibre de p au-dessus du point defini par la conique c ceci acheve la demonstration du lemme 4.6. 

Pour voir que R^ s est une variete normale, il reste d'apres le critere de Serre a s'assurer que 
son ensemble singulier est de codimension > 2. 



Lemme 4.7. — (i) Si n = 4 le schema R* s est une variete lisse. 

(ii) Si n > 4, le ferme des points singulier de R* s est de codimension > 3. 

Demonstration. II suffit d'apres la description locale de verifier que le ferme de R* s des points 
A = (L, 6) tels que Ext 2 (6,0) ^ est vide si n = 4 ou de codimension > 3 si n > 5. On a 
evidemment Ext 2 (0, O) = si 6 est localement libre, ou si le support de O est degenere en deux 
droites distinctes. Si O est porte par une droite double £ 2 , et non localement libre, il s'ecrit comme 
extension 

e (a) ► Qe(b) 

avec a > b — 1, et alors Ext 2 (0, 0) ~ Ext 2 (0^(a), 0^(6)) et par suite 

!■ c .2/^ a> f 0sia-6<2 
dim Ext (0,0) = <^ 

[a — o-2sia>6 + 3 

Puisque a < n — let a + 6 = n, ce ferme est vide dans le cas n = 4; dans le cas n > 5, l'enonce 
resulte du lemme 4.6. □ 



II en resulte que R* s et par suite S„ est une variete normale ; puisque sur l'ouvert des points 
stables Taction de PGL(H) est libre, on voit que S„ est un schema irreductiblc ct normal dc 
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dimension 2n + 5. Ceci demontre l'assertion (i). Pour demontrer (ii), il sufEt de remarquer qu'au 
voisinage d'un point stable A = (r, 9) de S„ le schema S„ est localement isomorphe (cf. Min He, 
[9]) au schema des zeros d'un morphismc defini sur un germe de schema lisse d'espace tangent de 
Zariski Ext^A, A) et a valeurs dans Ext 2 (A, A). Or X^(-l)'dim Ext 4 (A, A) = -4 - 2n ct puisque 
A est stable, dim Hom(A, A) = 1. Done 

dim Ext 1 (A, A) - dim Ext 2 (A, A) = 2n + 5 

Par suite, S„ est localement intersection complete au voisinage de A. Ceci acheve la demonstration 
de la proposition 4.5. 

4.4. Le schema P„ des faisceaux de Poncelet 

Proposition 4.8. - 

(i) Le schema P n est irreductible et normal de dimension 2n + 5. 

(ii) L 'ouvert des points stables de P„ est de Cohen- Macaulay. 

Demonstration. II resulte de l'enonce ci-dessus que P„ est irreductible de dimension 2n + 5. 
Soit I un entier > n — 1, et K un espace vectoriel de dimension xM- Le schema P„ est obtenu 
par passage au quotient sous le groupe reductif SL(K) d'un sous-schema determinantiel P^ d'un 
ouvert lisse 'K 8S de 'K = Hilb(E, 2 - nh 2 ), oil E = K ® 0(-£). Soit F le faisceau universel sur 3< ss . 
II existc des fibres vectoriels A et B sur "K ss de rangs respectifs a et b = a + n — 6 et un morphismc 
de fibres vectoriels dont le noyau est pr 1 ^(F(l)) et le conoyau R 1 pr lt (F(l)). Le schema P' n est 
defini par l'idcal des mincurs a — lxa — ldcce morphisme ; il est de dimension 2n + 4 + x(£) 2 . 

Considerons en effet le morphisme canonique R* s «- M„ qui associe au couple (r, 0) la classe 

du faisceau F defini par l'extcnsion 

* r* ® F(l) 9 

Cettc construction definit en fait une famille F' de faisceaux F parametree par R* s de sorte que 
si on introduit le fibre des reperes de R' = lsom(K ® Ors S , pr 1>t (F')) on obticnt un diagramme 
commutatif 

K « 

P 

Vi ss — M„ 

II resulte du theoreme precedent que R' est un schema de Cohen-Macaulay irreductible et normal de 
dimension 2n + 4 + N 2 +x(^) 2 - Les morphismes verticaux sont GL(H)— equivariants ; le morphisme 
p a pour image P' n . Au-dessus de l'ouvert U' C M ss des faisceaux quotients non speciaux lc 
morphismc p est un fibre principal de groupe structural GL(H) et de base le sous-schema Pj, fl U'. 
Done dimP^ = 2n + 4 + x(^) 2 es t irreductible de codimension 2(n — 4). Localement e'est l'image 
reciproque par un morphisme de schemas lisses d'un sous-schema de Cohen-Macaulay ; puisqu'il 
est de la bonne dimension, il est done de Cohen-Macaulay. L'ensemble singulier de R' est de 
codimension > 3 et invariant par GL(H), et la trace dans U' de son image est l'ensemble singulier 
de P^nU'. Done cet ensemble singulier est de codimension > 3. II en resulte que P' n est une variete 
normale d'apres le critere de Serre. Sur l'ouvert des points stables de P' n , qui est non vide, Paction 
de PGL(K) est libre ; le quotient P„ est done une variete irreductible et normale de dimension 
2n + 5. Ceci demontre (i). 

Soit x G P„ un point stable, et X l'anneau local de M„ en x. Au-dessus de Spe^On) x P 2 , 
il existe une famille univcrsclle, ce qui dispense de se placer sur le schema de Hilbcrt. Le meme 
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argument que ci-dessus montre qu'alors que le complete de l'anneau local de P„ en x est de Cohen- 
Macaulay. Puisquc profondcur et dimension sont conservees par passage au complete, on voit que 
P„ est lui-meme de Cohen-Macaulay en x. D'oii (ii). □ 

Considerons le morphisme ir : S„ >- P„. L 'image reciproque du sous-schema £„ des 

faisceaux speciaux est un diviseur de Weil ; il correspond aux systemes coherents (r, 9) stables 
tels que le faisceau 6 sous-jacent soit extension 

e >(n - 1) 9 (V(l) 

ou £' et £" sont deux droites de P2 . Un tel systeme coherent est stable ; on obticnt ainsi un ferme 
de S„ defini par les systemes coherents satisfaisant a la condition determinanticlle H 1 (6(— 3)) ^ 0. 
C'est un diviseur de Weil ; nous ignorons si ce diviseur est un diviseur de Cartier si n > 5. C'est 
vrai pour n = 4. Dans ce cas, on a P4 = M4, le sous-schema £4 est une sous-variete lisse de 
codimension 3 qui evite les points singuliers de M4 ; le resultat suivant est demontre dans [15] : 

Theoreme 4.9. — Le morphisme n : S4 M 4 est I'eclate de M 4 le long de S4. 

Les seuls points singuliers de S4 sont les points strictement semi-stables. Ccci ne reste pas vrai 
pour S„, pour n > 5. 



5. Courbe des droites de saut 

Soient (r, 9) un systeme coherent semi-stable de classe de Grothendieck c = 2h + nh 2 et tel 
que dim r = 2, et F le faisceau de Poncelet de classes de Chern (0, n) associe dans la correspondance 
decrite au §4.1 ci-dessus. La courbe /3p des droites de saut de F, dite courbe de Poncelet, peut en 
fait se decrire directement en termes de systemes coherents ; on introduit pour ceci le diagrammc 
standard associe a la variete d'incidence des couples (droites, points) : 

D P 2 

Ph 

K 

La courbe des droites de saut q = (3f de F est definie par Fideal de Fitting du faisceau pur de 
dimension un sur le plan projectif dual R 1 pr u (pr2(F(— 1))). 

5.1. Le faisceau 9 = P r i*(P r 2(©)) 

Lemme 5.1. — (i) Sur le plan projectif dual, I'image directe R 1 pr^prj^O)) est nulle, et le 
faisceau 9 = P r i*(P r 2(@)) es ^ un faisceau algebrique coherent sans torsion de rang 2, de classes de 

Chern (n, -n(n + 1)). 

(ii) Ce faisceau est non singulier en tout point I definissant une droite I non contenue dans le 
support de 9. 

(hi) Soit I un point de Pjj, definissant une droite i deP 2 - Le morphisme canonique 

Si k ► H°(e|/) 
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est un isomorphisme ; de plus, on a un isomorphisme canonique 

To ri (S^£0-H^lbri(e,O£)). 

Demonstration. De la condition de semi-stabilite de (T, O), on deduit H 1 (6(z)) = pour 
i > —2, ce qui exprime le fait que le faisceau n'est pas trop instable. Le faisceau etant pur, il 
en est de meme de son image reciproque sur P 2 x P 2 ; ceci implique la condition de transversalite 
Tor °P2*xp 2 ( - 0d; = o pour i > o De i a ^solution de D sur P^ x P 2 

►0(-l,-l) -0 D ►O (5.1) 

ct du fait que H 1 (9(-l)) = H^G) = on deduit que R 1 pr^pri^O)) = ; de plus, on a la 
presentation de Pimage directe S = P r i*(P r 2(@)) 

K<8>0 P ;(-1) H®0 P . ►S ►O (5.2) 

oii K = H°(0(— 1)) ct H = H°(0) ; d'apres la formule de Riemann-Roch, ces espaces vectoriels sont 
de dimensions respectives n et n + 2. II en resulte que le faisceau 9 est un faisceau de rang 2 et de 

profondcur > 1 cn tout point £, et de classes de Chern (n, -n(n + 1)). Les assertions (ii) ct (iii) 

sont evidentes si le support de 9 est lisse, car alors prj^O) est fini et plat sur P 2 et elles resultent 
du theoreme de changement de base. Ce n'est plus le cas si le faisceau 6 a son support singulier ; 
pour obtenir le fait que S est sans torsion, il suffit d'apres le critere de Serre de remarquer que 
Pensemble singulier de S est fini. Par devissage, il suffit en fait de verifier le lemme suivant, qui est 
beaucoup plus precis, et conduit cn meme temps a l'assertion (iii) : 

Lemme 5.2. — Soit I une droite de F 2 , et i un entier > 0. Designons par I le point de P 2 
defini par £, et par Q = G>* le fibre quotient universel de rang 2 sur le plan projectif dual ; soit t 
une section de Q dont le schema des zeros est le point £. 

(i) L 'isomorphisme canonique H°(0p 2 (l)) ~ H°(G>*) induit un isomorphisme de faisceaux 

pr lit (K(0,(i)))~m|(i) 

(ii) Le diagramme associe a cet isomorphisme 

H°(0(i)) — H°(0,(i)) 

I I 
H°(S*Q) H°(mj(*)) 

dans lequel la seconde fleche horizontale est definie par le morphisme Q 0(1) = A 2 Q associe 

a t est commutatif. 

(iii) On oRV^prSfQ/t*))) = 0. 

Demonstration. On a S*Q = pr lH1 (pr 2 (0(i)). Supposons choisies des coordonnees (x,y,t) dans 
V* = H°(0p 2 (l)) de sorte que l'equation de t soit t — 0. La resolution standard de Oe conduit 
immediatement a l'assertion (iii), et fournit en outre, par application du foncteur pr u pr 2 une 
resolution 

► S'"^ -U S 4 Q ► pr lst (pr*(0,(*))) ► 
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ou le morphisme r est la multiplication par t, considcrec comme section de V* = H°(Q). On a un 
morphisme S l Q - m \(i), q m s'annulc sur l'image de r; il induit done un morphisme 

pr u (pr* 2 (O e (i))) mj(i) 

qui est evidemment un isomorphisme en dehors du point I. Le premier mcmbre est un faisceau 
sans torsion ; par suite, ce morphisme est done injectif. Les deux membres ayant les memes classes 
de Chern, e'est un isomorphisme. Ceci demontre l'assertion (i). Quant a l'assertion (ii), il sufht de 
constater que le diagramme de faisceaux sur P2 

pr u pr*(0«) — pr lt pr5(0/(i)) 
I I 
S 4 Q ► mj(i) 

est commutatif. Ceci resulte trivialement de la construction de l'isomorphisme de droite. □ 
Fin de la demonstration du lemme 5.1 

Le lemme 5.2 ci-dessus entraine bien sur l'assertion (ii) du lemme 5.1. Pour verifier l'assertion 
(iii), on utilise l'isomorphisme donne dans la categorie derivee des espaces vectoriels par la formulc 
de projection 

Rpr 1 .(pr5(0)) Oi ®\ k ~ Rpr 1( ,(pr5(e) 0/ ® L 0/)) 

Compte-tenu du fait que la projection pr 2 est un morphisme plat, le second membre est aussi 
R pr 1# (pr^O ® h Of))- La cohomologie du premier membre est l'aboutissement d'une suite spectrale 

'K 9 = Tor ^(RV lst (pr;(e)),fc)) 

L'assertion (iii) est evidente si le support de O est lisse. Si ce support est une conique singulicrc, 
le fait que le systeme coherent (r, 9) soit semi-stable impliquc qu'il existe une suite exacte 

9' 9 >- 9" ou 9' et 9" sont des faisceaux inversibles de degres positifs 

sur des droites £' et £" de P2. II resulte du lemme 5.2 ci-dessus que 'F^' 9 est nul sauf si q — et 
p = ou —1. Considerons la deuxieme suite spectrale, de meme aboutissement, 

"E™ = R p pr 1 ,(pr^(^r_ 9 (9,0,))) 

Du fait que Tor 1 (0 / >, 0^) = 0^(— 1) on deduit encore du lemme 5.2 que "E2' 9 = sauf si p = et 
q = ou q = — 1. Ceci conduit au resultat attendu. □ 

5.2. Description de la courbe q = (3f 

Considerons le morphisme canonique sur le plan projectif dual 

<p:T®O v * ► p ri ,(pr*(0)) = S 

PROPOSITION 5.3. — Le morphisme ip est generiquement injectif, et son conoyau a meme 
ideal de Fitting que le faisceau R 1 pr-^pr^F^ 1))). 
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Demonstration. Le noyau de l'homomorphisme canonique 

r ® o P2 — - e 

est isomorphe a F*(— 1), et son conoyau a Ext 1 (F, 0(— 1)). En considerant une droite generique, on 
est ramene pour verifier la premiere assertion, a constater que H°(F*(— 1)^) = 0, ou ce qui revient 
au meme par dualite que H 1 (F(— 1)|^) = 0. II suffit de prendre pour t une droite qui n'est pas 
de saut pour F. Considcrons maintenant les projections pr, figurant dans le diagramme standard. 
Les faisceaux R 1 pr 1 ,(pr2(F(— 1)) et Ext^ (pr^F), Od(0, — 1)) sont deux faisceaux coherents de 
dimension 1 sur de meme ideal de Fitting (c/. [10], lcmme 3.4) : ceci peut se voir par exemplc 
en utilisant une presentation de F comme faisceau de cohomologie d'une monade, d'oii on deduit 
en fait un isomorphisme 

Ext^pr^F), O D (0, -1)) ~ Ext^R 1 pr u (pr^(F(-l))), P ;(-1)) (5.3) 

Soit = Ext 1 (0, 0). En appliquant le foncteur Hom pri (pr^(— ), Od) a la suite exacte 

r* ► F(l) ► 

on obtient la suite exacte sur Pg 

. r®0 P; — Extp ri (pr*(0),O D ) Ext^ ri (pr;(F(l)),0 D ) ► 

En considerant la resolution (5.1) de la variete d'incidence D, on obtient exactement pour le faisceau 
Ext p r ^ (prg(0), On), la presentation (5.2) , ce qui montre qu'il est isomorphe a S, le morphisme v 
s'identifiant au morphisme induit par le morphisme devaluation, c'est-a-dire a (p. a 

Corollaire 5.4. — La courbe des droites de saut de F est donnee par I 'ideal de Fitting du 
conoyau du morphisme ip :T ® Op» S- 

II resulte de l'isomorphismc (5.3) que le conoyau de <p est pur de dimension 1, et que son 
support schematique est une quartique qui coincide avec la quartique q = (3$ des droites de saut 
de F. II resulte du lemme 5.1 qu'une droite I definit un point de /3f si et seulement si l'application 
lineaire tpi : s *—>■ s\t 

r — . h°(9| £ ) 

n'est pas inversiblc. 

Corollaire 5.5. — Si le support de est une conique singuliere c, la courbe q — (3 F contient 
les points de P2 correspondant aux droites i contenues dans la conique et telles que x(0|f) > 3. 

Corollaire 5.6. — Si le support de est une conique singuliere c, une droite I contenue 
dans la conique et telle que x(0^) > 4 definit un point singulier I de la courbe q = (3p. 

5.3. Etude des points singuliers 

II est fondamental pour la suite de pouvoir decider qu'une droite de saut I de F definit ou non 
un point singulier de la quartique de Liiroth associee. C'est facile lorsque F provient d'un systeme 
lineaire A = (r, 0) de Syst(2/i + nh 2 ,2) sans point de base sur une conique c eventuellement 
singuliere. Commengons par etendre cette notion aux systemes coherents (r, 0) tels que ne soit 
plus obligatoirement localement librc sur son support. 



(5.4) 
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Definition 5.7. - - On dit que le systeme coherent (V, O) est sans point de base si le 
morphisme d' evaluation ev : L ® Op 2 est surjectif. 

Si le systeme coherent (T, 9) est sans point de base, le faisceau F associe est localement librc. 
Si le systeme coherent (r, 0) est stable et a un point de base a, on peut trouver un sous-faisceau 
6' C 6 de multiplicitc 2 , de caracteristique d'Euler-Poincare x(©') = n — 1 tel que T C H°(6'). 
Le systeme coherent (T, ©') est encore semi-stable, et definit une courbe q' de degre n — 1. II resulte 
du corollaire 5.4 que la courbe q = Pf est decomposee en la courbe q' et une droite 

q = q' + a 

ou a est la droite du plan projectif dual definie par le point a. En particulier, la courbe q est 
singulicrc. C'est aussi le cas si on part d'un systeme coherent (T, 0) strictement semi-stable : ceci 
impose que n est pair, et la courbe q est alors l'union de deux courbes de degre m = chacune 
d'elles etant l'union de m droites concourantes. L'enonce suivant generalise l'enonce bien connu 
pour les courbes de Poncelet associees a des systemes lineaires sur des courbes lisses (Maruyama 
[20], Trautmann [24], Valles [26]). II est important pour la suite d'examiner les points singuliers des 
courbes de Poncelet associees a des systemes coherent semi-stables dont le support schematique 
est une conique singuliere. 

Proposition 5.8. — Soit z e H°(0(1)) non nul et £ la droite d'equation z = 0. On suppose 

que 

(i) la droite t n'est pas associee a, 0; 

(ii) le systeme coherent (T, 0) est semi-stable et sans point de base. 

La droite I est definit un point singulier I de la courbe q des droites de saut q = /3p si et 
seulement si 

z 2 H°(0(-2))nr^o. 

Demonstration. Puisque la droite £ n'est pas associee a 0, le morphisme de multiplication 
par z 

0(-i) -i* 

est injectif, et il en est de meme du morphisme induit sur les espaces de sections globales. On a 
alors dim H°(0|^) = 2 et I est un point non singulier pour 9- Considerons la filtration decroissante 
r ! = m z l B°(e(-i)). Puisque (r,0) est sans point de base, on a dim zH°(6(-l)) n T < 1. Si 

cette intersection est nulle, le morphisme de restriction iff : T ► H°(0|£) est injectif et done 

c'est un isomorphisme. Done i n'appartient pas a la courbe q des droites de saut. 

Supposons zH°(0(— 1)) n T ^ 0. Alors £ definit un point de q. II existe une section non nulle 
s G T de la forme s — zt, ou t est une section de 0(— 1). L'espace tangent de Zariski a q en I est 
le noyau de Papplication lineaire tangente de Petri dpp de <p au point £ 

T £ -(P*) = H°(0 £ (1)) Hom(ker^,coker ip e ). 

Le noyau de <pe est le sous-espace vectoriel engendre par s — tz ; Papplication lineaire tangente de 
Petri dup est definie pour r e H°(0^(1)) par 

dfip(T)(s) =p(Tt\t) 

ou p est la projection canoniquc H°(0|f) >- coker ipi. 

Supposons z 2 H°(0(— 2)) n T ^ 0. II s'agit de verifier que £ est un point singulier de q. La 
section s est alors divisible par z 2 , et t est divisible par z. Cette diffcrcntielle est alors nulle; et 
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par consequent lc point £ est un point singulier de q = /?f- Reciproquemcnt, si cette differentielle 
est nulle, rt\g appartient a Im<^ pour tout t. Nous allons en dcduire que t\e est nulle. 
Soit c le support de 9. Remarquons tout d'abord que le morphisme de restriction 

H°(Q*(1)) - H°(0 cn /(1)) 

est un isomorphisme. Si I ne rencontre aucun des points singuliers de O, l'espace vectoriel des 
sections H°(0|^) est un module libre de rang 1 sur l'algebre H°(Ocn£)- L'image de ipe est un 
sous-espace vectoriel de dimension 1, qui, d'apres l'hypothese (ii) n'est contenu dans aucun des 
sous-modules K x de H (0|^) des elements s'annulant en un point x de tC\t. Le stabilisateur de Im ipg 
dans le groupe des elements inversibles H°(Ocn£)* est reduit au sous-groupe k* des homotheties. 
Done, son orbite n'est pas reduite a un point. II en resulte que t\e = ct par suite la section 
s appartient a T fl z 2 H°(0(— 2)). Si t rencontre un point singulier a de 0, lc module 0|^ est de 
longueur 2, de support le point a et non isomorphe a Ocn£- Done Q\i est isomorphe a k(a) © k(a). 
Le morphisme de restriction H (0|^) *■ ® k(a) est alors un isomorphisme. Puisque (r, 0) est 

sans point de base, l'application lineaire ipi : T «- H°(0|^) est un isomorphisme et done £ n'est 

pas de saut. □ 

5.4. Exemple 

On voit en particulier que si le support de est une conique lisse c, le faisceau est un 
faisceau inversible de degre n + 1 sur c ; si T contient une section qui a n + 1 zeros distincts, la 
courbe de saut q = /?p passe par les sommets du polygone de P 2 a n + 1 cotes determine 

par ces n+l points. Ce polygone est circoncrit a la conique duale de c. De plus, l'interpretation ci- 
dessus permet d'etudier les singularites de la courbe /3f ■ ceci entraine que si (T, 0) est un systeme 
lineaire de degre n+l sans point de base sur une conique lisse, et si T ne contient pas de sections 
ayant 2 zeros doubles, la courbe q = (3-p est lisse (cf. Maruyama [20], Trautmann [25], Valles [27]). 

Reciproquement, etant donne un polygone a n + l cotes dans le plan projectif dual, circonscrit 
a une conique lisse c*, ce polygone definit n + l points distincts sur une conique lisse c de P2 ; ces 
points sont les zeros d'une section s d'un fibre inversible de degre n+l sur c. Les systemes lineaires 
L C H°(0) qui contiennent la section s constituent dans la grassmannienne Grass(2, H°(0)) des 
sous-espaces de dimension 2 de H°(0) un espace projectif de dimension n; d'apres le corollairc 
5.4, en restriction a cet espace projectif, le morphisme /? est une homographie ; cette homographic 
identifie cet espace projectif avec l'espace projectif des courbes de degre n passant par les sommets 
du pentagonc donne {cf. Barth [3], Lemma 2). Par suite, toutc courbe q de P 2 passant par les 
" ( -" 2 +1 ' ) sommets d'un tel polygone definit un point de l'image de (3. Une telle courbe q quand elle 
est lisse, est appelee classiquement une courbe de Poncelet associee a la conique c*. 



6. Faisceaux dont la courbe des droites de saut est singuliere. 

On se limite dans les sections 6-9 au cas n = 4 : la generalisation aux faisceaux de Poncelet 
de classe de Chern quelconque n'est pas evidente ; nous ignorons par exemple si S„ est localemcnt 
factorielle. Dans le cas n = 4, on a vu l'espace de modules S4 = Syst(2/i+4/i 2 , 2) s'identifie a l'eclate 
de M4 le long d'une sous-variete lisse £4 de codimension 3 qui evite les points singuliers. Tout 
comme M4 e'est une variete irreductiblc, normalc, localcment factorielle. L'image & du morphisme 

de Barth (3 : M 4 64 est une hypersurface dont les points representent les courbes de Poncelet 

de degre 4. Ces quartiques sont appelees quartiques de Liiroth ; l'hypersurface £ sera appelee 
hypersurface de Liiroth. 

On pose dans la suite c = 2h + 4ft 2 . On note 7 = j3 o 7r : S4 C4 le morphisme qui associe 

a un systeme coherent la courbe des droites de saut. 
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6.1. Le groupe de Picard de S4 = Syst(c, 2) 

On sait decrire le groupe de Picard de M4; c'est un groupe abelien libre a 2 generateurs 
([5], [22]). II resulte du theoreme 2.4 que le groupe de Picard de S4 est un groupe abelien libre a 3 
generateurs. Le diviseur exceptionnel e est exactement le diviseur des systemes coherents A = (r, O) 
tels que soit instable. On se propose dans ce paragraphe de decrire une base explicite de Pic(S4). 

On considere le groupe abelien libre K(P2) = K(P2) © Z, muni de la forme quadratiquc 
unimodulaire (u, m) *—> x( u2 ) + m2 • Considerons une famille A = (r, O) de systemes coherents de 
S4 parametree par une variete algcbrique lisse S : ceci signifie que O est une famille S— plate de 
faisceaux coherents de classe de Grothendieck c et que T est un sous-faisceau localement libre de 
pr u (0) induisant au-dessus de chaque point un systeme coherent. On considere le morphisme de 
groupes abclicns 

A A : K(P 2 ) ► Pic(S) 

dcfini par (u,m) 1— > detpr-^O.u) ® (detT)®" 1 , ou Q.u designe par abus le produit des classes 

0. pr 2 (u) dans K(S x P2). Cc produit a un sens car O a unc resolution localement libre de longueur 

1. Pour tout faisceau inversible A sur S, considerons la famille A®pr*(A) = (r<g>pr*(A), prf (A)(£>0). 
II est alors clair que 

A A »prj(A)(w,m) = \ A (u,m) ® A {c - u)+2m 

Comme on Fa deja vu, l'espace de modules S4 se construit en quotientant un ouvert convenable 
S d'une grassmannienne relative au-dessus d'un schema Quot par Taction d'un groupe reductif. 
Cet ouvert parametre une famille universelle de systemes coherents et par application du critere 
de descente de Kempf on peut alors construire un homomorphisme de groupes [16] 

A S4 : M)^ Pic(S 4 ) 

caracterisc par la propriete universelle suivante : pour toute famille A = (r, 0) parametree par S, 
on a 

\ A (u,m) = fX(\ S4 (u,m)) 
ou /a : S S4 est le morphisme modulaire associe a la famille. 

Proposition 6.1. — Le morphisme canonique 

A S4 : M)^ Pic(S 4 ) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. D'apres le theoreme 4.9, le groupe de Picard de l'espace de modules S4 est 
evidemment sommc dircctc du groupe de Picard de M4 ct du groupe engendre par le fibre inversible 
e engendre par le diviseur exceptionnel. L'enonce sera done une consequence de la description 
du groupe de Picard de M4 et l'interpretation du diviseur exceptionnel. Considerons unc famille 
A = (r, 0) de systemes coherents semi-stables parametree par S ct la famille F de faisceaux semi- 
stables de classe de Grothendieck 2 — Ah 2 associee, definie par l'extension canonique sur S x P 2 

T* ® 0r 2 F(l) 

ou = ExtVaO). 
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Lemme 6.2. — Soit e le fibre inversible associe au diviseur exceptionnel. Dans Pic(S4), on a 

t = -\ Si ((l-hf,0) 

Demonstration. Le support du diviseur exceptionnel est le ferme des systemes coherents semi- 
stables (r, O) tels que 9 soit instable. Un tel faisccau a pour support une conique singuliere et la 
filtration dc Harder-Narasimhan de O s'ecrit 

CV(3) © OH 1 ) 

ou £' et I" sont deux droites de P2. Donnons une description schematique de ce diviseur 
exceptionnel. On peut trouver une famille A parametree par une variete lisse et connexe S, telle 
que le morphisme modulaire /a soit surjectif et telle que le morphisme 

fX : Pic(S 4 ) ► Pic(S) 

soit injectif. L'image reciproque dans S du diviseur exceptionnel est alors defini par l'ideal de 
Fitting du faisceau R 1 pr 1 ,(0(— 3)). Ce faisceau coherent est de dimension homologique 1 et 

l'image directe pr u (0(— 3)) est nulle. En effet, soit C S le support schematique dc : e'est 

une conique relative, et 0(— 3) est un Oc— module qu'on ecrit comme conoyau d'un morphisme 

A «- B «- 0(— 3) >- 011 B = 0c(— Ti) N est un faisccau localement libre sur C 

suffisamment negatif. Alors par image directe on obtient une suite exacte 

► pr u (0(-3)) ► R 1 pr u (A) ► R 1 pr u (B) R 1 pr u (0(-3)) ► 

Les faisceaux R 1 pr 1 ^(A) et R 1 pr lHt (B) sont localement libres. Ceci prouvc que l'image directe 
pr 1 ,(0(— 3)) est sans torsion; comme ce faisceau est gencriquement nul, il est identiquement mil. 
Ceci entraine que le sous-schema defini par l'ideal de Fitting de R 1 pr 1 ^(0(— 3)) est le schema des 
zeros d'une section non identiquement nulle du fibre inversible — det pr 1! (0(— 3)) = — Aa((1 — h) 3 , 0). 
L'enonce en resulte. □ 

Posons pour tout u G K(P2),u = u* ® ajf 2 , 011 u 1— > u* designe l'homomorphisme de 
conjugaison, qui envoie la classe d'un faisceau localement libre sur son dual ( 4 ). Considerons 

l'homomorphisme Ae : K(P 2 ) Pic(S) associe a la famille (cf. [16], paragraphe 2.1), defini 

par X@(v) = det pr 1! (0.u). On a par dualite de Serre pour tout v e K(P 2 ) 

pr ll (6( U )) = -pr ll (e(«))* 

par suite Xq(v) — \&(v). Considerons d'autre part l'homomorphisme Ap : K(P 2 ) ► Pic(S) 

associe a la famille F, defini par Af(u) = det pr l! (F(u)) (cf. [16], paragraphe 2.1). On a 

A F (u) = (detrf-xW" 1 )) ® A e («*(-2)) - \a(u*(-2), -x(«(-1))) 

On est amene a introduire l'homomorphisme de groupes abeliens K(P 2 ) K(P 2 ) defini par 

£:u~( u *(-2),- X (u(-l)). 

Lemme 6.3. — (i) On a (£(u), (c, 2)) = -(u, 2 - Ah 2 ) 

(ii) L'image de £ est le sous-groupe de K(P 2 ) des couples (v, m) tels que x(v) + m = 0. 
( 4 ) Cette conjugaison est un automorphisme d'algebre qui envoie h sur h* = —h — h 2 
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Demonstration. C'est calcul facile reposant sur la dualite de Serre, le fait que dans K(P2) on 
ait [0p 2 (— 1)] = 1 — h, et la definition dc £. □ 

II en resulte que l'image par £ de (2 — Ah 2 ) 1 - est contenue dans (c, 2)- 1 . D'apres le theoreme 
4.9, on a un scindage 

Pic(S 4 ) = Pic(M 4 ) ® Ze 

ou e est la classe du diviseur exceptionnel. On a alors le diagramme commutatif de suites exactes : 



(2 -Ah 2 ) 1 - ► (c,2) ± 



Z 



Am 4 



As 4 



Pic(M 4 ) ► Pic(S 4 ) 



oil Am 4 l'homomorphisme dcfini dans [16] et p est induit par rhomomorphisme (v,m) i— > \{ v ) + m 
Cet homomorphisme est surjectif, par exemple parce que (h 2 ,0) appartient a (c, 2)^. II est en fait 
plus habile de remarquer que ((1 — h) 3 , 0) appartient aussi a (c, 2) et que Ton a x((l — ^) 3 ) = 1 : 
ainsi, ((1 — h) 3 , 0) realise un scindage de la premiere suite exacte. La premiere fleche verticale est 
un isomorphisme d'apres le theoreme de Drezet. D'apres le lemme 6.2, l'image de ((1 — h) 3 ,0) 

par As 4 est — e. Par suite l'homomorphisme As 4 : (c, 2) 1 - - Pic(S 4 ) est un isomorphisme. Ceci 

acheve la demonstration de la proposition 6.1. □ 

L'orthogonal (1 - 2/r 2 ) 1 - dans K ( F 2) est engendre par [0*(-l)] = h - h 2 et [0(1)] - h 2 = 
(1 — h)^ 1 — h 2 = 1 + h. Remarquons que 

t(h - h 2 ) = (-h, 1) ; C(l + h) = ([0(-3)] - h 2 , 0). 

Definition 6.4. — On pose 

d = X Mi (-h + h 2 ) = X Si (h,-l) 
i = X S4 (h 2 ,0) 

Le fibre inversible 5 ainsi dcfini a isomorphisme pres est l'image reciproque du fibre determinant 
de Donaldson D sur M 4 . 

COROLLAIRE 6.5. — (i) Le groupe de Picard Pic(S 4 ) est un groupe abelien libre de rang 3, de 
base 5, 6, e. 

(ii) L'image du groupe de Picard de M 4 est egale au sous-groupe de Pic(S 4 ) engendre par les 
fibres determinant d et a = — Am 4 (1 + h) = t + e. 

La classe t a une interpretation geometrique remarquable : 

Proposition 6.6. — Considerons le morphisme canonique a : S 4 62 = P5. La classe t 

est l'image reciproque de la classe 0p 5 (l) par a. 

Demonstration. On utilise la famille universelle A = (r, O) de systemes coherents introduitc 
dans la demonstration du lemme 6.2. Alors une resolution localement libre 

A B 6 
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fournit une section du fibre inversible sur S x P 2 dcfini par det B ® (det A) 1 = Aa(/i 2 , 0) 0p 2 (2). 
Cette section peut etre vue comme un morphisme surjectif de fibres sur S 

H°(0 P2 (2))*®O s ► A A (^ 2 ,0). 

On en deduit par la propriete universelle de l'espace projectif un morphisme r : S P5 tel que 

t*(0(1)) = Aa(/i 2 , 0). Ce morphisme se factorise a travers a suivant le diagrammc 



S 




F 5 

Puisquc d'apres le choix de la famillc universelle lc morphisme induit par /a sur les groupes de 
Picard est injectif, il en resulte que a* (0(1)) = t. 

6.2. Quatre diviseurs de S4 

Outre le diviseur exceptionnel e de S4 on va decrire trois autres diviseurs de S4. 

Le bord 9S4. Le bord 9S4 de S4 est constitue des systemes coherents a point de base. On 
obtient ainsi un diviseur irrcductible de S4 qui n'est autre que l'image reciproque du bord <9M 4 . 

Le diviseur Di. On considere le sous-ensemble localement ferme des classes de systemes 
coherents stables (r, O) tels que le support c de O soit lisse, et tels qu'il existe une section s 
de F ayant deux zeros doubles. Autrcmcnt dit, il existe une droite I d'equation z = telle que 
r (~l z 2 H°(0(— 2)) 7^ 0. On designe par Di son adherence : e'est done un diviseur de S4. D'apres la 
proposition 5.8, la quartique de Liiroth associee a un point de ce diviseur est singulicrc au point 
de P 2 correspondant a la droite I. Une telle quartique est appelee quartique de Liiroth singulicres 
de type I. 

Le diviseur D 2 . Considerons dans S4 l'image reciproque du diviseur A des coniques singulicres 
par le morphisme a : S4 >- M4. 



Lemme 6.7. — Le diviseur a 1 (A) est reduit. 

Demonstration. En effct, il resulte de la suite exacte longue decrite dans la section 3 que 
le morphisme a est une submersion sur l'ouvert U des systemes coherents A = (r, 0) stables et 
tels que le faisceau soit non singulier : dans cet ouvert, l'image reciproque de A est lisse car la 
conique associee en un point de ce diviseur est obligatoirement reduite, et done A est lisse au point 
dcfini par cette conique. II resulte du calcul effectue dans la demonstration du lemme 4.6 que le 
complementaire de U dans S4 est de codimension > 2 ; ceci entraine que cr -1 (A) est reduit. □ 

Ce diviseur a deux composantes irrcductibles : le diviseur exceptionnel e, qui ne rencontre pas 
le ferme des points strictement semi-stables. L'autre composante D 2 est constitute de l'adherence 
de l'ensemble des classes d'isomorphisme de systemes coherents stables A = (r, 0) tels que le 
support schematique de soit une conique singulicrc, ct que soit semi-stable : la description de 
ce ferme D 2 sera detaillee dans la section 8 ; nous verrons notamment qu'il est bien irrcductible. 

Proposition 6.8. — Dans le groupe de Picard Pic(S4) on a, en notation additive, 

<9S 4 = 50 - 21 - 2e 
Di = 120 mod e 
D 2 = 3t - e 
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La premiere assertion resulte de la formule qui donne le bord dans le groupe de Picard dc M4 
(cf. par excmplc Le Potier [17]) et du fait que ce bord ne contient pas la sous-variete £4 des diviseurs 
speciaux. La dcrniere egalite resulte de la definition du diviseur D2. La seconde assertion est plus 
difficile et resulte essentiellement de la formule de Porteous. Comme elle n'est pas indispensable 
pour la demonstration du theoreme principal, nous n'aborderons pas ce calcul ici. Elle ne sera 
utilisee que dans le corollaire 9.4. 

6.3. Le diviseur /3 _1 ( s 4) 

On designe par D\ et CD 2 les images des diviseurs Di et D 2 dc S4 par lc morphisme 

7r : S4 «- M4. Puisque ces diviseurs Di et D 2 ne sont pas contenus dans le diviseur exceptionnel, 

T>i et D2 sont des diviseurs de M4. Le diviseur D 2 a l'interpretation suivante, en termes de droites 
de saut : 

Lemme 6.9. — Le diviseur D 2 de M 4 est le diviseur representant les faisceaux semi-stables 
qui ont au moins une droite de saut d'ordre > 2. 

Ce lemme resulte de la description d'un point general de D 2 et sa demonstration est reportee 
a la fin de la section 8. 

Theoreme 6.10. - Soit (3 : M4 G 4 le morphisme de Barth. L'image reciproque du 

diviseur §4 des quartiques singulieres de 64 est le diviseur 

/3~ 1 (§ 4 ) = Di + 2D 2 + 3aM 4 (6.1) 

Demonstration. Soit 7 = (3 o n : S4 64 le morphisme de Barth. II revient au meme de 

verifier que 

7~ 1 (S 4 ) =D 1 + 2D 2 +3<9S 4 mode. (6.2) 

D'apres la proposition 5.8, on a 7(Di) C §4 et le corollaire 5.6 permet de voir que 7(D 2 ) C S 4 
(voir aussi section 8). L'image du bord 9S4 est contenu dans le ferme des quartiques reductibles, 
et l'image du diviseur exceptionnel est constitue de quartiques ayant au moins un point triple 
puisque e'est l'image par (3 de la variete S des faisceaux speciaux. L'image d'un systeme coherent 
qui n'appartient a l'un de ces diviseurs est une quartique lisse d'apres la proposition 5.8. On a done 
ensemblistement 

7~ 1 (S 4 ) = Di UD 2 U<9S 4 U e 

D'apres la proposition 6.8, dans le groupe de Picard Pic(S4) on a Di = 12o mod e, D 2 = 3t mod e et 
<9S 4 = 5o — 2£ mod e. Compte-tenu du fait que l'hypersurface §4 est de degre 27, on a 7^(84) = 270, 
d'ou il resulte la formule attendue. □ 

La formule (6.1) repond en partie a une question qui nous a ete posee il y a unc dizainc 
d'annees par C. Peskine. Elle montre que [3 est transverse a §4 sur un ouvert de D\ : pour obtcnir 
le theoreme 1.1 il suffirait done de prouver que /3\d 1 est generiquement injective. Nous ne savons 
malheureusement pas traiter cette question. Par contre, l'etude de (3\d 2 est plus facile ; la formule 
ci-dessus dit que /3 n'est pas transverse a § 4 sur un ouvert CD 2 , ce qui compliquc la demonstration 
du theoreme 1.1 dans le cas n = 4. 

7. Geometrie des quartiques singulieres 

On pose V = H°(0p 2 (l))* de sorte que le plan projectif considcrc est l'cspace des droites 
vectorielles de V. On designe par G n = P(H°(0p 2 (n))) le systeme lineaire des courbes planes de 
degre n, et par § n C C„ l'hypersurface des courbes singulieres. Si q est une courbe de degre n, 
representee par un polynome homogene / £ S™V* la courbe polaire q'( a ) d'un point a <E P 2 est la 
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courbe de degre n — 1 dcfinie par x i— » d x f.a\ ou <5 X / dcsigne la diffcrcnticlle de / au point x et a' 
est un vecteur non mil de V representant le point a Cette courbe polaire recoupe la courbe q aux 
points de contact x des tangentes a q issues de a. On s'interesse ici aux quartiques singulieres. 

7.1. Conique associee a une quartique singuliere. 

On se propose de montrer que dans le cas d'une quadrique singuliere suffisamment generate, 
les points de contacts des tangentes issues du point singulier appartiennent a une conique p bien 
determinee. 

PROPOSITION 7.1. — Soit q une quartique plane singuliere en un seul point double O, et q' 
la cubique polaire de O. On considere le nombre d 'intersection (q,q')o- 

(i) On a (q,q')o > 6, I'egalite n'ayant lieu que si q' integre. 

(ii) Si (q, q')o = 6 I 'intersection qflq' est la reunion d'un sous-schema de longueur 6 concentre 
en O, contenu dans le cone tangent en O a q et d'un sous-schema de longueur 6 contenu dans une 
conique p ne passant pas par O. 

Demonstration. L'hypothese assure que la quartique q est integre, et done le nombre 
d'intersection (q,q')o a un sens. On peut supposer que le point singulier O est l'origine dans 
le plan affine A defini par le complementaire de la droite A d'equation t — 0, ou t g H°(Op 2 (l)), 
qu'on prend pour droite de l'infini. On dcsigne par mo l'ideal du point O. La quartique q est le 
schema des zeros d'une section / G H°(0p 2 (4)) s'ecrivant 

f = t 2 h + t.h + h (7.1) 

ou fi E H (m o («)) — H°(OA(i)) est un polynome homogene de degre i, de sorte que la cubique q' 
polaire de O est le schema des zeros de la forme cubique 

9 = 2tf 2 + h (7.2) 

II resulte des formules (7.1) et (7.2) ci-dessus que q' et q ont meme cone C a l'origine, defini par la 
forme quadratique ji. Le nombre d'intersection a l'origine (q,q')o est donne par 

(q,q')o = (t/3 + 2/4,2t/ 2 + / 3 )o 

II en resulte que (q, q')o > 6 avec egalite si et seulement si les formes binaires / 2 et jz n'ont pas 
de zero commun sur A. II revient au memo de demander que le cone C et la cubique q' n'ont pas 
de composante commune, ou encore que la cubique q' est integre, ce qui demontre (i) . 

Supposons que (q, q')o = 6. Sur la droite de l'infini A les formes binaires fa et fa n'ont pas de 
zero en commun. Lc complcxc de Koszul associe a (/3, fa) montre qu'il existe une forme lineaire </> 
et une forme quadratique tp uniques telles que fa = (f>fa + ipfa. On a alors 

f = (t 2 + ^)fa + (t + 4>)fa 

= (t + <t>)g - (t 2 + 2t0 - i,)fa (7.3) 

La conique p d'equation t 2 + 2t(f) — ip = ne passe pas par l'origine. Le cycle intersection de la 
quartique q et de la cubique q' est donne par 

(q,q') = (<?,/2)oO + ^(q',p) m m 

m 

ce qui demontre l'assertion (ii). 
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7.2. Le morphisme q i— > (q',p) 

On designe par §4 l'hypersurface de 64 des quartiques singulieres, et par S| l'ouvert de §4 
des courbes singulieres q ayant au plus un point singulier ordinaire O, satisfaisant a la condition 
(q, q')o = 6, autrement dit tellcs que la polaire q' soit integre. 

On designe de meme par §3 l'hypersurface de C3 des cubiques singulieres, et par §3 l'ouvert 
de §3 des cubiques qui ont exactement un point double ordinaire. 

On dispose d'un morphisme §| P 2 qui associe a la quartique q son unique point singulier 

O. Considerons en effet l'hypersurface §4 des quartiques singulieres. C'est l'image de la sous-variete 
§4 lisse de codimension 3 de C4 x P2 des couples (q,m) £ 64 x P2 tels que j m / = 0, ou / designe 
l'equation de q, et j m / le jet d'ordre un de / au point m, par la projection (q,m) ^ q. Cette 
projection a alors une section au-dcssus de l'ouvert SJ. La composee de cette section avec la 

projection §4 «- P 2 fournit le morphisme annonce. La meme remarque vaut pour l'ouvert des 

cubiques integres a point double ordinaire : on dispose d'un morphisme §3 P2. 

Proposition 7.2. — Le morphisme 

§* . §* x e 2 

qui associe a q le couple (q',p) est un isomorphisme sur un ouvert U de la variete des couples 
formes d'une cubique irreductible singuliere en un point double ordinaire O et d'une conique ne 
passant pas par O. 

Demonstration. Les deux membres sont des ouverts de fibres localement triviaux en espaces 
projectifs de dimension 11 au-dessus de P2, et le morphisme ci-dcssus est compatible avec cette 
projection, de sorte qu'on pcut fixer le point singulier O, et choisir la droite de l'infini d'equation 
t = nc passant pas par O. Toute cubique q' n'ayant qu'un point double ordinaire est le schema 
des zeros d'une section de la forme g = 2i/ 2 + ou /» E H°(m.Q(i)) = H°(Oa(«)), et oil / 2 est une 
forme quadratiquc non degeneree. Toute conique p du plan ne passant pas par l'origine O a pour 
equation 

t 2 + 2(f>t - V = 

ou e H°(mo(l)) et ip e H°(mo(2)), de sorte que le morphisme inverse est donne par (q',p) 1— > q 
ou la quartique q a pour equation / = 0, ou / = t 2 f 2 + tfs + fa, et ou f± se calcule par la formule 

fi = i>f2 + #3 • 

En general, si cf) et ip sont quelconques, la quartique q ainsi construite peut etre singuliere en l'un 
des points d'intersection de q' et p, par exemple si f 4 — 0. Pour etre sur que O est le seul point 
singulier, il faut ecrire que q est lisse en ces points, ce qui est une condition ouverte. □ 

7.3. Calcul de la derivee du morphisme q p 

Soit t une forme lineaire sur V, fixee une fois pour toute, consideree comme equation de la 
droite de l'infini A et £ un vecteur tel que (t, £} = 1. Le plan projectif contient le plan affine Ac V 
dcfini par l'equation (t,x) — 1. On etudie les quartiques singulieres au voisinage d'un point O G A 
fixe. 

Tout vecteur de V s'ecrit x = £t + u avec »eW = ker t, de sorte que l'equation / de q s'ecrit 

/(€* + «) = E* 4 "Vi(0(«) 

i 

ou = 9|/ est la differentielle i-ieme de / en £; c'est un polynome homogene de degre i 

sur W et £ 1— > /,(£) est homogene de degre 4 — i en £. Dire que q est singuliere en £ signifie que 
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fo(0 = fi(0 = 0. La conique p associee a un sens si /2(C) et /3(C) n'ont pas de zero en commun 
et a pour equation 

t 2 + 2t<f) - ip = 

ou la forme lineaire <ft sur W et la forme quadratique ip sur W sont definis par la condition de 
Koszul dans H°(0 A (4)) 

/ 3 (O0 + /2(O^ = /4(O (7-4) 

Soit O un point fixe dans le plan affine A. Pour tout g G H°(0(4)), on ecrit comme pour / 

g(tt + u) = J2t 4 - l 9M)(u)™odf. 

i 

L'espace vectoriel tangent a S4 au point (q,0) est donne par les couples (<?,£)) G H°(Oq(4)) x W 
tels que 

5(0) = 

gi(O) + d o fU = 

Rcmarquons que du fait que fi(z) — d z f, dofi est aussi le Hessien Hq/ = 2/ 2 (0) vu comme 
application lineaire W W*. Par derivation de 7.4 au point (q,0), on obtient 

/ 3 (O)0 + h(o)i> + [ 53 (0) + doh-m + MO) + d Q f2.^ - .94(0) 

ce qui determine <ft et ip en fonction de g et £. Si on identific H°(0a(«)) = S l W* avec son image 
dans Hom(W, S l_1 W*) on peut ecrire do/i-£ = ji^o 1 /^) = (i + l)/j+i(0)(^). La quartique q a 
en O un point double ordinaire; designons par Ho/ = 2/ 2 (0) le Hessien de / en O, vu comme 

application lineaire inversible W «- W*. Les equations 

Ho/(0 = -9i (O) 
h{0)4> + / 2 (0)V> = 54 (0) - [93(0) + 4/ 4 (O).e]0 - [ 52 (0) + 3/ 3 (0).£]V 

permettent de calculer (£,(]>, ip) et done l'image du vecteur tangent 9 dans H°(0p(2)). 

7.4. Le diviseur £3 de S4 

On s'interesse au diviseur note £3 de l'ouvert S| des quartiques singulieres telles que la conique 
associee p soit singulicrc. Le cone tangent C au point singulier O d'une quartique q € §4 coupe la 
quartique suivant deux points triples et Ton a d'apres la formule (7.3) 

(C,q)-(C,q , )oO = (t + ) / 2 ) 

l'intersection residuelle est done portee par la droite d'equation t + (f>= 0, polaire de O par rapport 
a la conique p associee a O. 

Proposition 7.3. — Soit q une quartique de S4. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) La droite definie par l'intersection residuelle (C, q) — (C,q)oO est tangente a la quartique 

q- 

(ii) La conique p associee a q est singuliere. 

Si ces conditions sont satisfaites, la conique p a un seul point singulier qui est exactement le 
point de tangence de la droite portee par l'intersection residuelle ci-dessus. 
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Demonstration. On utilise la formule (7.3). On a vu ci-dessus 

(f,t + ( p) = (t + 4>, ( p 2 +^) + (t + ^f 2 ) 

L'intersection residuelle (t + <p, <p> 2 + ip) est l'intersection du cone quadratique issu de O defini par 
4> 2 +ip E H°(rriQ(2)) et de la droite d'equation t + <p — 0, qui ne passe pas par O. Cette intersection 
est un point double si et seulement si le discriminant A(</> 2 + ip) est nul. Ce discriminant est aussi 
celui de la forme quadratique definie sur V par t 2 + 2t<p — ip ce qui conduit a l'equivalence de (i) et 
(ii). Puisque la quartique est irreductible, le nombre d'intersection (f,t + (p) est fini, et par suite 
la forme quadratique (p 2 + ip n'est pas nulle. Alors le rang de la coniquc p est 2, et le noyau de la 
forme quadratique correspond au point de tangence de la droite d'equation t + <f> = 0. □ 



8. Restriction du morphisme de Barth a D 2 

Donnons d'abord une description detaillee du diviseur D 2 . Considerons un systeme coherent 
(r, O) representant un point stable de D2. Le faisceau 8 sous-jacent n'est jamais stable : il contient 
au moins un sous-faisceau coherent 8' de classe de Grothendieck § et par stabilite, le sous-espace 
r ne rencontre pas H°(8'). II s'ecrit done commc extension 

► (0, 8') (r, 8) (r", 8") (8.1) 

ou 8' et 6" sont des faisceaux purs de classe § ; ce sont done des faisceaux inversibles de degre 2 
sur des droites £' et £" respectivement. Le systeme coherent (r",8") definit un point de l'espace 
de modules Syst(|, 2). Cet espace de modules est tres facile a decrire : 

Lemme 8.1. — On a un isomorphisme canonique 

Syst(^2)^Hilb 2 (P 2 ) 

Demonstration. Etant donne un systeme coherent semi-stable A = (r, 8) de classe de 
Grothendieck |, le faisceau 8 sous-jacent est isomorphe a un faisceau inversible 0^(2) sur une 
droite I de P 2 ; a un tel systeme lineaire (r, 0^(2)) on associe le sous-schema de £ des zeros des 
quadriques singulieres qui appartiennent a T. On obtient ainsi l'isomorphismc attendu. □ 

Reciproqucment, considerons l'ensemble des classes d'isomorphisme d'extensions (8.1) ; quand 
A' = (0,8') et A" = (r",8") sont fixees, ces extensions sont classees a isomorphisme pres par 
l'espace projectif P(Ext 1 (A", A')) des droites de Ext 1 (A", A'). De la suite exactc 

► Hom(8",e') ► Hom(r",H°(8')) ► Ext^A",^) ► Ext^e"^') ► (8.2) 

il decoule que l'espace vectoriel Ext 1 (A", A') est de dimension 7. Considerons maintenant les 
systemes coherents universels A' et A" parametres par S = P 2 x Hilb 2 (P 2 ), et le fibre vectoriel 
de rang 7 sur S defini par V = Ext ^ (A", A'). Le fibre en espaces projectif P(V) de rang 6 au-dessus 

de P 2 x Hilb 2 (P 2 ) associe a ce fibre vectoriel parametre alors toutes les extensions (8.1). 

Lemme 8.2. — Soit I le ferme de P(V) des points definissant un systeme coherent instable. 

(i) L'image de I est contenu dans le ferme des couples (A', A") tels que le systeme lineaire 
A" = (L", 8") ait un point de base. 

(ii) Le ferme I est de dimension 4 et la projection I *■ P 2 x Hilb 2 (P 2 ) est injective. 

En particulier une fibre generale de P(V) ► P* x Hilb 2 (P 2 ) ne rencontre pas le ferme des 

points instables. 
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Demonstration. Si le systeme coherent (T, 9) est instable, il existe un sous-faisceau F de 

de multiplicite 1 tel que T C H°(F). Alors F n'est pas contenu dans 6' et la projection F 9" 

est non nulle ; par suite c'est un plongcmcnt. Si c'est un isomorphisme, l'extension sous-jacente 

o — - e' — - e — - e" — - o (8.3) 

serait scindable : le faisceau F serait le graphe d'un morphismc a : 9" 9' et le sous-espace F 

serait l'image de T" par Papplication lineaire a : H°(9") H°(6'). Mais en vertu de la suite 

exacte (8.2), ceci impliquerait que la classe dans Ext 1 (A",A') de l'extension (8.1) serait nulle, ce 

qui est contraire a Phypothese. II en resulte qu'obligatoirement le morphisme F «- 9" n'est pas 

surjectif et a pour image le sous-faisceau F" de 9" des sections qui s'annulent en un point a G I". 
Ceci prouve que le systeme lineaire A" a un point de base ce qui demontre (i). 

Reste a trouver dans ce cas quels sont les points instables dans la fibre au-dessus de (A', A"). 
Supposons d'abord 9' ^ 9". Montrons que dans ce cas l'extension sous-jacente n'est pas scindable. 

Si cette extension etait scindable, un tel scindage fournirait une projection 9 ► 9' de noyau 

9" et la restriction F ► 9' serait nulle ; dans la somme directe H°(9) = H°(9') © H°(9") 

le sous-espace T proviendrait du sous-espace vectoriel T" de 9". Mais alors ceci signifierait 
que la suite exacte de systemes coherents (8.1) serait elle aussi scindable, ce qui est exclus 
par hypothese. Le support de 9' est une droite £' d'equation x = 0. Le faisceau 9 est un 
faisceau inversiblc sur la coniquc c support de 9; on a Q\t = Og>(3), et la suite exacte 

>- 6"(— 1) — x —- 9 >- 9 \z> 0. Le morphisme induit F «- est nul. Done 

r = T" = H°(9"(— 1)) et ce sous-espace vectoriel s'identifie au systeme lineaire des sections de 9" 
qui sont divisible par x e'est-a-dire des sections qui s'annulent au point singulicr 9 de c. Dans ce 
cas, dans la fibre, il n'y a done qu'un point instable : le sous-espace T est le noyau du morphisme 
de restriction H°(9) ► H°(0|//). 

Supposons maintenant 9' = 9"; le support de ces faisceaux est une droite i. Montrons qu'alors 
l'extension (8.2) est scindable. Cn sait que F isomorphe a 0^(1). L'extension induite 

0^(2) 9i F 

est alors scindable ; ces extensions sont classees par Ext^F^') ~ H°(0 £ (2)), et le morphisme 
Ext 1 (9", 9') ► Ext*(F, 9') induite par l'inclusion F 9" s'identifie a Papplication lineaire 

H°(0 £ (1)) ► H°(0 £ (2)). L'inclusion F ^ 9" est donncc par une section non nulle de H°(0 £ (1)) 

et l'image de la classe de l'extension correspondant a 9 est nulle. Done l'extension (8.3) est elle 
aussi scindable. Si on se donne un tel scindage, la classe de l'extension (8.1) a un representant dans 
l'espace vectoriel Hom(r", H°(F')) qui se calcule en ecrivant que dans le somme directe H°(9) = 

H°(9') © H°(9") le sous-espace T est le graphe d'une application lineaire a : T" ► H°(9')- Le 

faisceau F est l'image d'un morphisme de faisceaux a : F" >- 9', et le sous-espace T est l'image 

de T" = H°(F") par Papplication lineaire H°(a) : V" = H°(F") ► H°(9') ; Papplication lineaire 

a = H°(a) est done le representant cherche. Puisquc Hom(F", 9') ~ H (0f(l)) Papplication lineaire 

composee H°(0^(1)) ► Hom(r", H°(9')) Ext^A", A') est de rang 1 et son image est une 

droite vectorielle : cette classe definit un seul point P(Ext 1 (A", A')) ; par suite dans la fibre il n'y 
qu'un seul point instable. 

II resulte de cette description que se donner un point de I revient a un donner un couple (c, 9) 
forme d'une conique singuliere et d'un point singulicr 9 de cette conique. Dans P(V) le forme I des 
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systemes coherents instables est done de dimension 4 et ne rencontre pas les fibres au-dessus des 
points (A', A") telles que A" soit sans point de base. Ceci acheve la demonstration. □ 

L'ouvert P(V) \ I parametre une famille de systeme coherents semi-stables. Rappelons que 
les points strictement semi-stables de S4 constituent un ferine de codimension 5. La propriete de 
module grossier de S4 fournit un morphisme dominant P(V) \I - D 2 . II en resulte en particulier 

que le diviseur D2 est bien irreductible. L'enonce qui suit entraine en fait que ce morphisme est 
birationnel. Par composition avec le morphisme de Barth on obtient un morphisme 

P(V) \ I ► e 4 

note encore 7. On considere l'ouvert S| et dans cet ouvert le diviseur £3 introduit dans la section 
precedente. 

Theoreme 8.3. — (i) Si s G P(V) \ I, la quartique q s associee a s appartient a §4. 

(ii) L'image de 7 : P(V)\I «- §4 rencontre l'ouvert §4. Au-dessus de cet ouvert, le morphisme 

7 est un plongement qui a pour image le diviseur £3. 

II en resulte en particulier que lc morphisme 7 : D2 ► 64 est generiquement injectif. En 

plus, cet enonce permet de decider qu'une quartique singuliere sumsamment generate est ou non 
dans l'image de 7. 

Demonstration. Considerons l'ouvert P(V)* des points de P(V) representant une extension 
(8.1) satisfaisant aux conditions suivantes : 

(a) Les supports £' de 9' et £" de 9" sont deux droites distinctes, dont on designe par O 
l'intcrscction. 

(b) L'extension >- 9' >- 9 >- 9" >- associee a (8.1) n'est pas scindec. En 

particulier, 9 est localement libre sur la conique c reunion de I' et t" , et on a 9|^ = 0^(3) et 

e|/// = 0///(2). 

(c) Le systeme lineaire A = (L, 9) est sans point de base. En particulier, le systeme lineaire 
A" n'a pas de point de base et definit une involution 3 sur la droite I" dont les points fixes a et & 
sont les points associes dans Hilb 2 (P2). 

(d) Le point O n'est pas fixe sous Pinvolution 3. 

(e) L'unique section so de L qui s'annule en O n'a pas de zero double sur la droite I' (sauf 
peut-ctrc O qui alors n'est pas un zero triple). 

(f) Les sections s a et Sb de L qui s'annulcnt aux deux points fixes a et b de Pinvolution 3 sur 
£" n'ont pas de zero double sur la droite £'. 

Les points de P(V)* definissent des systemes coherents semi-stables d'apres le lemme 8.2. On a 

alors un morphisme dominant P(V)* D 2 . L'assertion (i) resulte du corollaire 5.6 et du fait que 

si s est un point de P(V)* alors la quartique q s associee est singuliere en £' : il suffit de constatcr 
que Q\i> = 0^'(3). Pour demontrer (ii), nous devons expliqucr comment trouver l'equation de q s . 
Considerons le morphisme de suites exactes associe a l'extension (8.1) : 

r ® — ► r" o 



9' 9 9" 
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Si A" est sans point de base, le noyau du morphisme de droite est un faisceau localement libre F" 
stable de rang 2 de classes de Chern (—1, 2) et on a unc application lineaire 

Ext 1 (A", A') Hom(F",6') 

induite par l'homomorphisme de liaison figurant dans le diagrammc du serpent associe a ce 
diagramme ( 5 ). Par application du foncteur pr-^pr^— ) on voit d'apres le lemme 5.2 que Ton 
obtient un diagramme commutatif de suites exactes 

o » r ® o — - r" ® o o 



► m|,(2) ► S ► mf„(2) ► 

Le noyau de la dernicre Heche verticale est le faisceau pr-^pr^F")) isomorphe a 0(— 2). Le 

morphisme de liaison associe fournit un morphisme 0(— 2) m|, (2) par suite une section 

q s de 0(4) bien definie a homothetie pres. 

Lemme 8.4. - Si A" = (r",0") est sans point de base, la section q s est non nulle. La 
quartique q s d'equation q s = est la quartique de Liiroth associe au point de D 2 defini par s. 

Demonstration. On dcroule la suite exacte du serpent associee au diagramme ci-dessus : on 
obtient la suite exacte 

0(-2) — m|,(2) ► Q ► Q" ► 

oil Q = coker (ip) et Q" = coker ((p"). Ce dernier faisceau est un faisceau de support le point I". 
Ceci entraine evidemment q s ^ ; le faisceau Q, dont on sait qu'il est pur de dimension 1, a alors 
pour support schematique la quartique q s d'equation q s — 0. D'ou le lemme. □ 

On retrouve que la quartique q s est singuliere en £'. De plus, le morphisme de Barth 

7 : P(Ext 1 (A", A')) «- C 4 est une homographie (done injective) sous la scule hypothese que 

le systeme lineaire A" soit sans point de base. Verifier que si s G P(V)* la quartique q s apparticnt 
a S| demande une etude plus poussee de l'equation de q s . 

Lemme 8.5. — Soit s G P(V) satisfaisant aux conditions (a)-(f). Alors la quartique de Liiroth 
q s appartient a 84. 

Demonstration. Pour obtenir des renseignements sur la quartique q s on utilise le fait que 
l'application ci-dessus en restriction a une fibre de P(Ext 1 (A", A')) est une homographie des que 
A" n'a pas de point de base. Considerons une extension non triviale (8.1) satisfaisant aux conditions 
(a)-(f). Elle definit un fibre inversible O sur la conique c. On designe par x — l'equation de I' et 
y = l'equation de I" . Le fibre O est de degre 3 sur I' et de degre 2 sur £". 

On peut choisir d'apres la condition (d) une forme lineaire t de sorte que (x, y, t) soit une base 
de V* et s'annulant au point conjugue de O par rapport a a et b : alors le systeme lineaire (r", ©") 
est defini par les quadriques xt et x 2 +t 2 . Considerons une section r de 0(— 2) non nulle sur £"; on 

( 5 ) II est facile de voir que ccttc application lineaire est inversible, mais nous n'en aurons pas 
besoin. 
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peut encore supposer que t est choisie de sorte que r s'annule sur £' au point x = t = 0. On designe 
par [u, v, w] les coordonnees homogenes dans le dual de P2 : un tel point represente la droite de P2 
d'equation ux + vy + wt = 0. 




Considerons le point so £ P(Ext 1 (A", A')) dcfini par le systeme lincairc (ro,0) engendre par 
les sections o\ = xtr ct ui = (x 2 + t 2 )r. Evidemmcnt, ce systeme lineaire a pour point de base le 
point x = t = 0, et chacune de ces sections s'annule a l'ordre > 3 en ce point. Alors la quartique 
associee q contient la droite triple definie par le point [0,1,0], d'equation v 3 = et une autre 
droite. La section o\ s'annule identiquement sur £', et elle s'annule aussi au point [1, 0, 0]. Done la 
quartique q contient aussi la droite d'equation u = ; elle a pour equation v 3 u = 0. Remarquons 
que cette quartique est lisse au point £", et que la tangente en £" correspond au second point de 
£" ou s'annule la section <ji G r . 

Considerons maintenant une extension e P(Ext 1 (A", A')) quelconque definissant un 
systeme coherent (^,800) tel que l'extension (8.3) soit scindee : autrement dit Soc appartient a 
l'hypcrplan de l'infini dcfini par les zeros de la forme lincairc 

Ext 1 (A", A') ► Ext^e^e') = k 

Comme Hom(6",6') = une telle extension est definie par une application lineaire non nulle 
foo E Hom(r", H°(0')), unique a nomothetic pres, qu'on peut voir aussi comme une application 

lineaire / : T" «- H°(m? (2)). Lc morphisme F" Q' associe a Soo est alors le compose 

F" «- T" (g> «- Q', ou la premiere fleche est l'inclusion canonique, et la seconde se construit 

en composant foo avec le morphisme devaluation. L'equation qoo de la quartique associee 
s'obtient en appliquant lc fonctcur pr 1>t (pr2(— )) : elle est donnee par le morphisme compose 

Op; (-2) » T" ® P; ► m|,(2). 

On prend pour base de T" les formes quadratiques xt et x 2 + 1 2 correspondant aux sections o\ ct 
<72 de O" definies les formules ci-dessus, en restriction a £" ; a ces sections correspondent les formes 
quadratiques (—uw,u 2 + w 2 ) la quartique q,^ a done une equation de la forme 

(u 2 + w 2 )Ai(v, w) + wA 2 (f), w) = 

ou Ai(v,w) et Azlv, w) sont des formes binaires de degre 2. Cette quartique est singuliere en £' et 
£". Par linearite, on voit que l'equation de la quartique de Liiroth q s associee a un point quelconque 
s dc P(Ext 1 (A", A')) est de la forme 

v 3 u + (u 2 + w 2 )Ai(w, w) + uwA2(v, w) = 

ou Ai et A2 sont des formes binaires de degre 2, pourvu que la condition (b) soit satisfaite. On 
voit que le point £' = [1, 0, 0] est un point dc multiplicite 2 pourvu que la forme binaire A\(v, w) ne 



31 



Joseph Lc Potier et Alexander Tikhomirov 

soit pas nulle, et que le point £" — [0,1, 0] est un point lisse : la tangente correspond au dcuxicmc 
zero de la section o\ sur £". 




[0,1,0] 



Le cone tangent de q s en £' . 

Supposons que les conditions (a)-(d) soient satislaites au point s. Pour comprendre le cone 
tangent de q s au point singulier £' nous devons etudier la forme quadratique Ai(v,w). Le fibre 
inversible sous-jacent au systeme lineaire (r, 0) est defini par la meme extension (8.3) que pour 
le point so- Designons par a l'unique section de 0(— 2) qui s'annule au point d'intersection O, et 
liee sur a t par la relation ta + yr = 0. Sur £" cette section s'annule, et a peut done etre vue 
comme une section de 0'(— 2). 

Puisque s n'a pas de point de base, s ^ so et la droite sos rencontre l'hyperplan de rinfini 
en un point Soo, ce qui defini t unc application lineaire /oo qui est donnee dans la base de T" 
ci-dessus par deux sections de 0' qui s'ecrivent sous la forme fi = gi(y,t)<j et / 2 = g2(y,t)a ou 
gi et gi sont des formes binaires, de sorte que l'espace vectoriel T est engendre par les sections 
xtr + gi(y,t)a,(x 2 + t 2 )r + g 2 (y,t)a. Dans l'isomorphisme H°(0") ~ H°(m|,(2)), aux formes 
binaires xt et x 2 + t 2 correspondent les formes binaires —uw et u 2 + w 2 respectivement dans le 
plan projectif dual. De meme dans l'isomorphisme H°(0') ~ H°(m|, (2)) aux formes binaires gt(y, t) 
correspondent les formes binaires gi(w, —v) dans le plan projectif dual, et Pequation de la quartique 
associee est done de la forme 

Xv 3 u + (u 2 + w 2 )gi(w, —v) + uwg2(w, —v) = 

ou A est un scalaire non nul que nous allons preciser. Pour ceci, on examine l'intersection de cette 
quartique avec la droite de P 2 d'equation w + u = : cette intersection est donnee par le schema 
des zeros de la forme de degre 4 

w{-\v 3 + w(2g 1 (w, -v) - g 2 {w, -«))]. 

II s'agit done d'interpreter l'intersection du pinceau de droites de P 2 passant par le point fixe a = 
[1, 0, 1] avec la quartique q s . La section de T qui s'annule en ce point est (x — t) 2 T+(g2 — 2gi)(y, t)a ; 
elle ne s'annule pas en O. Par suite, l'intersection est donnee par le cone de sommet a et defini par 
le schema des zeros de la forme de degre 3 sur £' definie par t 3 + y(2g\ — g2)(y,t) zeros auxqucls 
on doit ajouter la droite £". Dans le dual, on obtient ainsi la forme quartique 

•uw 3 - w 2 (2g 1 (w 7 -v) - g 2 {w, -v)) 

ce qui prouve que A = 1. 

Remarquons que les zeros de la section qui s'annule en sont donnes sur £' par l'equation 
gi(y,t)a = done d'apres la condition (c) la forme binaire g\ n'est pas identiquement nulle : ceci 
implique que £' est un point double sur q s . 
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La polaire de q s au point singulier £' , et la conique p associee. 

L'equation de la quartique q s s'ecrit en choisissant u = comme droitc de Tinfini evitant le 
point singulier £' = [1,0,0] 

u 2 (gi(w, —v)) + u(v 3 + wg 2 (w, —v)) + w 2 g\{w, —v) = 

Considerons les 2 sections qui engendrent T. Sur £' elles s'annulent aux points dcfinis par les 
equations 

V9i(y,t) = 
t 3 -yg 2 {y,t) = 

D'apres l'hypothese (c) le systeme lineaire est sans point de base. Par consequent, ccs deux 
equations n'ont pas de zero commun sur £'. II est equivalent de dire que dans le dual les formes 
binaires wgi(w, —v) et v 3 +wg2(w, —v) n'ont pas de zero en commun. Ainsi, la cubique polaire q' de 
£', est integre. La condition (e) signifie exactement que la forme quadratique g\ est de discriminant 
non nul, ce qui implique que £' est un point double ordinaire sur la quartique. La condition (f) 
implique que d'apres la proposition 5.8 la quartique nc contient pas d'autre point singulier que 
£' ou £". Mais ces points singuliers sont forcement a l'intersection de q s et de la polaire q' s et on 
a deja vu que £" n'est pas un point singulier. Done il n'y a pas d'autre point singulier. Ainsi, la 
quartique q s appartient a S|. 

Avec les notations de la section 7, on voit que <j> — 0, ip — w 2 la conique associee p est alors 
definie par l'equation u 2 — w 2 — : e'est done la conique singulicrc de point singulier le point £". 
Cette conique est celle qui est associee a la forme binaire x 2 — t 2 sur £" : il s'agit bien sur des 
points fixes de l'involution sur £" associee au systeme lineaire A". Ceci acheve la demonstration du 
lemme 8.5. □ 

Fin de la demonstration du theoreme 8.3 

Considerons l'image reciproque P(V)** de I'ouvert §| par 7 : P(V) \ I §4. Puisque 

P(V)* est dense dans P(V)** cette image reciproque est aussi l'image reciproque de L* 2 . Designons 
par Hilb^(P2) le complementaire de la diagonale dans Hilb 2 (P2). On a une application reguliere 

HZ, ► P2 x Hilb^(P2) qui associe a q le couple forme du point singulier w de q, et du point de 

Hilb^(P 2 ) defini par la conique singuliere p de rang 2 associee a q. Cette pairc defmit un couple de 
systemes coherents (A', A") de support distincts et tels que A" soit sans point de base. On a done 
un diagramme commutatif 

P(V)** 1 » L* 2 




P* xffilb2(P 2 ) 

Au-dessus de I'ouvert Hilb^(P 2 ) le morphisme 7 est un plongement propre puisque cela signifie 
exactement que A" n'a pas de point de base. Le diviseur L 2 est irreductible de dimension 12 et 
P(V)** est aussi de dimension 12 : e'est done un isomorphisme. □ 

PROPOSITION 8.6. — L'ouvert P(V)** coincide avec I'ouvert P(V)* . 

Demonstration. En effet, soit s G P(Ext 1 (A", A')) un point definissant un systeme coherent 
semi-stable (r, O) tel que la quartique associee q s appartienne a §4. Cette quartique etant integre, 
ce systeme coherent est en fait stable, et n'a pas de point de base. Par continuite, le support c de 
6 est une conique singuliere. Supposons que cette conique soit une droite double £ 2 . Alors O est 
extension 

► 0,(2) 6 ► 0,(2) ► (8.4) 
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Si cette extension n'est pas scindable O est singulier en un scul point O, et dans le pinceau de 
droites passant par O, seule la droite £ serait de saut d'apres la proposition 5.8. Ceci signifie que la 
droitc de P2 dermic par O rencontre q s au seul point £. Ceci contredit le fait que q s n'a qu'un point 
double ordinaire. Si l'extension est scindee, est un 0^— module localement libre de rang 2 et de 
degre 4 et le systeme coherent (T, 0) aurait des points de base. Done la conique c est reduite et la 
condition (a) est satisfaite. La suite exacte (8.3) ne peut etre scindable car alors chacune des deux 
droites contenues dans c defmirait un point singulier de q s . Done la condition (b) est satisfaite. 
La condition (c) est vraie parce q s est integre. Par continuitc, la conique p associee a q s est une 
conique singuliere dont le point singulier est le £". Puisque cette conique ne rencontre pas le point 
£', le point O n'est pas un des points fixes de l'involution 3 sur £", ce qui donnc la condition (d). 
Comme nous l'avons vu dans la preuve du lemme 8.4 la condition (e) est vraie parce cela traduit 
exactement que le point £' est un point double ordinaire de q s et la condition (f) resulte du fait 
que e'est le seul point singulier de q s . □ 

La variete des quartiques de Liiroth singulieres de type II est, par definition, l'image £2 = 
7(D 2 ) du diviseur D 2 . Puisque D 2 est irreductible, il en est de meme de £ 2 . 

COROLLAIRE 8.7. - La variete £2 des quartiques de Liiroth singulieres de type II est 
I' adherence dans 64 de I'hypersurface de S| definie par I 'equation 

A(0 2 +V) = 

oil A est le discriminant. En particulier, le morphisme £2 *- 62 defini par q p n'est pas 

dominant. 

Demonstration du lemme 6.9 

Considerons un point de P(V)* defmissant une extension (8.1). Le systeme coherent (r",0") 
definit d'apres [16] un faisceau stable F" de rang 2 et classes de Chern (1, 2) : e'est le dual du noyau 

du morphisme d'cvaluation Y" ® *■ 0". Le faisceau semi-stable F de M 4 associe a (r, 0) dans 

la correspondance de la section 4 s'insere dans une suite exacte 

► F" ► F(l) ► 0//(-l) 

cc qui impliquc que £' est une droite de saut d'ordre 2 pour F, i.e. dim H 1 (F(— l)|f) = 2. II 
en resulte que l'image par la contraction 7r : S4 «- M4 du diviseur D2 est contenu dans le 

diviseur des classes de faisceaux semi-stables F qui ont au moins une droite de saut d'ordre > 2. 
Rcciproquement, si F possede une droite de saut £' d'ordre > 2 et n'est pas special, le conoyau 
du morphisme d'cvaluation ev : H°(F(1)) (g> F(l) possede un quotient isomorphe a CV(— 1) 

et par suite son support schematique est une conique degeneree. Done le systeme coherent (r, 0) 
associe a F appartient au diviseur D 2 . □ 

9. Fin de la demonstration, dans le cas n = 4. 

Considerons le ferme 7(^84 U e) ; ce ferme est constitue de quartiques reductibles ou de 
quartiques ayant un point triple, et est done de dimension < 11 ; soit CJ le complementaire de 
ce ferme dans 64. On sait que 7 est d'apres [13] un morphisme fini au-dessus de l'ouvert 64. Les 
diviseurs Di et D2 rencontrcnt l'image reciproque de cet ouvert C4. Done les images £1 et £2 
de Di et D2 sont deux diviseurs de I'hypersurface £ = /3(M 4 ) des quartiques de Liiroth appeles 
respectivement diviseurs des quartiques de Liiroth singulieres de type I et type II ; on va voir que 
ces deux diviseurs sont distincts ; ce sont les seules composantes irrcductibles de £ n S4. 

On doit verifier que le diviseur £ x n'est pas contenu dans £ 2 . Pour ceci on considere la 
quartique associee a un point de En general, cette quartiquc appartient a §4, ce qui definit 
d'apres la section 8 une conique p. II suffit d'apres le corollairc 8.7 de prouver le resultat suivant : 
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Proposition 9.1. — L'application rationnelle Di ~+ 62 Qui associe a un systeme lineaire la 
conique p est dominante. 

On doit d'autre part verifier Penonce suivant : 

Proposition 9.2. — Le rang de d-f en un point general de D 2 est 13. 

Des lors, la fibre generale du morphisme 7 : S4 ► 64 est reduite a un point au-dessus d'un 

point general de £2, ct 7 non ramific en cc point. II en resulte (cf. Hartshorne, Chapitrc II, lcmme 
7.4) que le morphisme 7 et le morphisme de Barth (3 sont generiquement injectifs. Ceci prouve le 
thcorcmc 1.1 dans le cas n = 4. 



9.1. Demonstration de la proposition 9.2 

II suffit de trouver un point s € D2 et un vecteur tangent t £ T S S4 tel que 

(1) le morphisme 7 : D2 ► C4 soit un plongement au voisinage de s; 

(2) le vecteur d s j(r) n'appartienne pas a l'espace tangent a T /3( - s - ) £< 2 . 

Considerons la famille parametree par Pi dermic par le conoyau du morphisme de faisceaux 
localcment libres sur Pi x P 2 

V> : 0(-l, 1) © 0(0, 1) - O 2 (0, 2) 

dont la matrice est donnee par 

/ ax t\ 
\0t y) 

Le conoyau de ip definit une famille de faisceaux semi-stables de classe de Grothendieck c = 2h+4h 2 , 
dont le support schematique est le sous-schema C dc Pi x P 2 defini par l'equation a valeurs dans 
0(1,2) 

axy - (3t 2 = 0. 

Le morphisme Pi «- C 2 ainsi obtenu est transverse au point 00 = [1,0] au diviseur des coniques 

singulicres. Designons par a et r les deux sections canoniques dc 9(— 2) obtenues ; au-dessus du 
point 00 elles s'annulent respectivement sur la droite I" d'equation y = pour a, et au point 
x = t = pour t. On se place dans ce qui suit au voisinage de 00, et on pose e = (3 /a. 
La famille parametree de faisceaux S obtenue sur P 2 est facile a calculer : en effet, le module 
gradue ©jH (O(i)) sur l'anneau des polynomes est engendrc par H (O(— 2)), et les sections a et r 
satisfont aux relations xa + etr = 0; to + yr = 0. Alors on peut prendre pour repere pour le fibre 
pr2(6(— 1)) les sections ya } ta 7 XT,tr. De meme, pour le fibre pr 2 *(0) on peut prendre pour repere 
(y 2 o,yto~,t 2 o,x 2 T,xtT 1 t 2 T). Une droite de P2 a pour equation ux + vy + wt = 0; le point associe 
dans le plan projectif dual a pour coordonnces homogenes [u,v,w\. Le morphisme canonique 

pr 1 ,(e(-l))ISIOp.(-l) pr 1 ,(e)B0 P; 

a pour matrice 
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La famille de faisceaux Se associee est le conoyau dc cc morphisme. Choisissons maintenant un sous- 
fibre de rang 2 T C pr lt () tel que au-dessus de e = 0, (r, O)o n'appartienne pas a Di. Pour ceci, on 
considere le sous-espace vectoriel r e C H°(O e ) cngendre par les sections s + = (y 2 + t 2 )a + (x + t) 2 T 
et s_ = — (y 2 + t 2 )a + (x — t) 2 r. Le schema des zeros de s + est obtenu en ecrivant que la matrice 

f y 2 + t 2 x t\ 
{(x + t) 2 y) 

est de rang <1, ce qui donne sur la droite £", (x + t) 2 = ; de meme sur la droite £' d'equation 
x = 0, t 3 — t 2 y — y 3 = 0. De meme, la section s_ s'annulc sur la droite £", au point double defini 
par (x — t) 2 — et sur £' en la cubique t 3 + t 2 y + y 3 = 0. II en resulte que le systeme lineaire est 
sans point de base. On verifie que le systeme lineaire obtenu pour e = satisfait en fait a toutes 
les conditions (a)-(f) de la section 9, et done appartient a l'ouvert P(V)* ; par suite, d'apres le 
thcoreme 8.3, la condition (1) est satisfaitc au point dc D2 ainsi defini. Calculons maintenant la 
famille de quartiques de Liiroth q e associees : on prend pour base dans T les sections ^(s + ± s_). 
La famille q e de quartiques de saut associees est obtenue en calculant lc determinant du morphisme 
canonique sur k x 

r^O P . ®pr lt (e(-l))HO P .(-l) ► pr u (6) 

ce qui donnc 

/I 




2 

Vo 1 

On obtient 

[{u 2 + w 2 ){v 2 + w 2 ) + 2uv 3 } - e(vu 3 + 3uvw 2 + uv 3 + 2v A ) + e 2 u 2 v 2 = 0. 

La quartique de Liiroth q d'equation (u 2 + w 2 )(v 2 + w 2 ) + 2uv 3 = est singuliere au seul 
point £' = [1,0,0] et appartient a HZ,- On prend comme droite de 1'infini la droite A definic 
par l'equation u = 0. La question qui nous preoccupe est de montrer que le vecteur tangent defini 
par g = vu 3 + 3uvw 2 + uv 3 + 2v 4 n'appartient pas a Tq Q . II suffit de se convaincre que la conique 
d'equation 2u(j) — ip = ne passe pas par le point singulicr de la conique p associee a q . L'equation 
de q s'ecrit 

/ = u 2 f 2 + uh + h = 
ou les formes binaires fa de degre i sont definies par 

/2 = v 2 + w 2 
h = 2« 3 

U = w 2 (v 2 + w 2 ) 

L' application lineaire 

H°(Oa(2))©H°(Oa(1)) H°(Oa(4)) 

est inversible, puisque fa et fs n'ont pas de zero en commun. La conique p associee s'obtient en 
resolvant l'equation 

2v 3 cf) + (v 2 + w 2 )-4> = w 2 (v 2 + w 2 ) 

qui a pour seule solution = 0, ip = w 2 . Done la conique p a pour equation u 2 — w 2 = : e'est bien 
comme nous l'avons vu dans la section 8 une conique singuliere reunion de deux droites passant 
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par I" = [0,1, 0] correspondant aux deux points doubles du systeme lineaire sur la droite £". On a 
ici g = u 3 v + u(3vw 2 + v 3 ) + 2v 4 . Ecrivons £ = (v, w); l'equation a resoudre est 

2vv = —v 
2w = 

2v 3 <j) + (v 2 + w 2 )ip = 2v 4 - 6w 2 v 2 v 
1 v 

ce qui donne comme solution i) = — -,w = Q,(j> = — — et tp = 3v 2 . La forme quadratique obtenue 

est done —uv — 3v 2 et ne passe pas par le point £". Done ceci definit un vecteur de H°(Op o (2)) qui 
n'est pas tangent a l'hypersurface des coniques singulieres. □ 

9.2. Demonstration de la proposition 9.1 

Considcrons la quartique de Luroth q singulicre de type 1 associee au systeme lineaire sur la 
conique c d'equation xy — t 2 = (correspondant a e — 1 dans la famille ci-dessus) definic par les 
sections t 2 (<r + r) et — y 2 <r + x 2 t. Ce systeme lineaire appartient evidemment au diviseur Di et est 
sans point de base : la droite t = correspond, dans le dual, au seul point singulier de la quartique 
de Luroth. Cette quartique de Luroth singulicre de type 1 a pour equation 
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e'est-a-dire w 2 /2 + w fz + ,A = ou ,f 2 , /3, /4 sont des formes binaires de degre 2, 3, 4 definies par 

f2=U 2 +V 2 

h =u 3 + v 3 

/4 = — uv[u 2 + v 2 ] 

Soit A la droite de 1'infini, definie par l'equation w = 0. Les formes binaires $i et n'ont pas 
de racine commune. Ainsi, cette quartique appartient a §|. La conique p associee a pour equation 
w 2 + uv = 0. C'est done une conique non singuliere. On passe facilement de la conique duale c de 
la conique c a la conique p. En effet, la conique duale c a pour equation w 2 — 4uv = 0, et p est 

l'image de c par l'homographie h : P 2 ► P 2 caracterisee par les proprietes suivantes : h laisse 

fixe le point O = [0, 0, 1] et les points de la droite d'equation w = 0, et lc birapport [oo, 0, m, h(m)] 
est |. Pour obtenir l'enonce, il suffit done de faire varier la conique c. □ 

Meme si la conique associee p est une conique lisse, il n'est pas toujours aussi simple de 
construire une homographie qui transforme la conique c en la conique p. Quand la conique c est 
fixee, la conique p depend du choix du systeme lineaire sur c. Ceci rend difficile la reconstruction 
directe de la conique c a partir de la quartique q. II peut aussi arriver que la conique p soit 
singuliere : ceci fournit alors des exemples explicites (c/. §9.3) de fibres stables non isomorphes qui 
ont meme quartique de Luroth. 

Corollaire 9.3. — L'hypersurface £ de 64 des quartiques de Luroth est de degre 54- 

Demonstration. Cet corollaire est un cas particulier du corollaire 1.2 qui se demontre 
exactement par la meme methode. Soit D = 7*(0(1)) est le fibre determinant de Donaldson, 
et le nombre de Donaldson 513 = J M ^ ci(D) 13 est 54. On a alors /3*(1) = 54/i, et par suite, puisque 
(3 est generiquement injectif, la classe fondamentale de l'image £• est 54/i. □ 

COROLLAIRE 9.4. - La sous-variete L 2 des quartiques de Luroth de type II est de degre 
15.27 = 5.3 4 . 
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Demonstration. Soit h la classe d'une section hyperplane dans 64. On a Di = 120 mode 
d'apres la formule 6.8. II resulte de la formule de projection et du fait que = 54/i que 

/?*([Di]) = 12.54/i 2 . D'autre part, £nS est de degre 27.54. D'autre part, dans A 2 (C 4 ) on a d'apres 
la formule (6.2) 

[£n§] =MDi]) + 2MD 2 ]) 

II en resulte que la variete H 2 est de degre 15.27 = 5.3 4 . □ 

Le degre de SL\ divise evidemment 12.54 = 2 3 .3 . Faute de pouvoir preciser le degre de 

(3 : Di «- &i, nous ignorons quel est ce degre; autrement dit nous ignorons quelle est la 

multiplicity de L n § le long de £1. 



9.3. Deux fibres stables de meme quartique de Liiroth 

De tels exemples sont deja mentionnes par Barth [3] : lcs quartiqucs ditcs dcsmiques de 
Humbert sont les courbes de saut de 6 fibres stables distincts. L'exemple presente ici est explicite. 
II s'agit de constater qu'il existe des points de Di \ D 2 dont l'image par 7 appartient atifl^. 

On considere comme au paragraphe §9.2 le systeme lineaire sur la conique d'equation 
xy — t 2 = dcfini par les sections t 2 {a + r) ct (— y 2 + ct 2 )a + (x 2 — ct 2 )r oil c est un parametre. 
L'equation de la quartique q c associee est donnee par 
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L'equation de la quartique de Liiroth q c associee est w 2 ji + wfo + f± = 0, oil on a pose 



h 
h 
h 



2 1 2 
u + v 



u 3 + v 3 



-u 3 v — 2cu 2 v 2 



uv 



ce qui donne pour l'equation /30+/2V' = f& 1 & solution 4> = c(u + v) et ip = — [cu 2 + (l + c)uv + cv 2 }. 
Le discriminant de la forme quadratiquc w 2 + 2t<fr — ip est alors A = — j(4c + l)(c — l) 2 . Pour 
c ^ 1, le systeme lineaire est sans point de base, et pour c = — ^ on obtient une quartique de 
Liiroth singuliere evidemment de type I ; montrons qu'elle est de type II. On peut verifier que 
pour c = — j le systeme lineaire ne contient qu'une section ayant deux zeros doubles. La quartique 
q_i est done lisse en dehors du point O = [0,0, 1] et ce point singulier est evidemment un point 
double ordinaire. La cubique polaire du point singulier O etant evidemment integre, la quartique 
q_i appartient au diviseur £3 : d'apres la section §8, elle provient de D2. Plus precisement, la 
solution est alors dans ce cas <p = —j( u + v),if) = j(u 2 — 3uv + v 2 ), et </> 2 + tp = — j^(u — v) 2 . 
La conique p associee est alors la reunion de deux droites qui se coupent au point defini par les 
equations Aw = u + v,u = v e'est-a-dire au point [2, 2, 1] du plan projectif dual. Ce point represente 
la droite de P2 d'equation 2x + 2y + t = 0. On peut alors reconstruire d'apres la section §8 un 
systeme lineaire sans point de base, appartenant a D2 et dont le support est la conique singuliere 
definie par l'equation t(t + 2x + 2y) = et qui a pour quartique de Liiroth q_i . 

Par suite, on obtient deux fibres vectoriels stables et non isomorphes qui ont meme image dans 

e 4 . 
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La recurrence 

Nous supposons desormais n > 5, et que le theoreme 1.1 est demontre en degre c 2 = n — 1. 



10. La restriction du morphisme de Barth au bord dM n 

Rappelons les notations : on designe par U n l'ouvert de l'espace de modules M„ des classes de 
fibres vectoriels stables de rang 2, de classes de Chern (0, n) sur le plan projectif, par C n le systeme 
lineaire complet des courbes de degre n dans le plan projectif dual, et par 

: M„ e„ 

le morphisme de Barth. La frontiere <9M„ est un diviseur irreductible de M„ ; la restriction de 
P au bord <9M„ a ses fibres de dimension > 1, et generiquemcnt de dimension 1 [23]. L'image 
B := (3(dM n ) est done un ferme irreductible de dimension 4n — 5 de G n . On se propose de demontrer 
que l'hypothese de recurrence entraine qu'au-dessus d'un ouvert non vide de B, les fibres de Pi 
sont rcduites a P x . 

LEMME 10.1. — Un faisceau F semi-stable de rang 2 et classes de Chern (0,n) singulier en 
au plus un point est fi— stable. 

Demonstration. Si lg(Ext 1 (F, 0)) < 1, le faisceau F n'a pas de sous-faisceau F' de rang 1, 
de classe de Chern C\ = 0, singulier en plus d'un point. Un tel faisceau est done obligatoirement 
^—stable. □ 

Soit l'ensemble D des points de M n representant des faisceaux semi-stables F tels que 
lg(Ext 1 (F, 0)) = 1, e'est-a-dire des faisceaux singuliers en exactement un point. Cet ensemble 
D est l'intersection du bord dM n avec un ouvert contenu dans l'ouvert des classes de faisceaux 
/i— stables. Si le faisceau F est singulier en exactement un point le bidual E = F** est encore 
(j,— stable et localement libre ; le support du faisceau Ext 1 (F, 0) definit un point x. On obtient un 
morphisme 

tt : D U„_i x P 2 

defini par F (F**,x). C'est un morphisme surjectif et lisse dont les fibres sont des droites 
projectives. La courbe /?f des droites de saut de F est alors la reunion (que nous ecrirons somme, 
dans la terminologie usuelle des diviseurs) de la courbe des droites de saut de E = F** et de la 
droite x de P 2 definie par le point x. On a done un diagramme commutatif 



D c — ► JVL 







(10.1) 



u„_i x p 2 — — e„ 



ou le morphisme ip associe au couple (E, x) la courbe /3e + IE- 
PROPOSITION 10.2. - II existe un ouvert non vide 6* de C„ satisfaisant aux conditions 
suivantes 

(a) l'ouvert /3 _1 (C*) rencontre D et ne contient pas de point singulier ; 

(b) tout point de M„ representant un faisceau F dont la courbe des droites de saut (3-p est une 
courbe reductible de 6* appartient a D. 
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COROLLAIRE 10.3. — Au-dessus d'un ouvert convenable de G n rencontrant I'image de ip, le 
diagramme (10.1) ci-dessus est cartesien (ensemblistement) . 

Demonstration. On pcut trouvcr un ouvert 6* C G n satisfaisant aux conditions (a) et (b) 
ci-dessus et satisfaisant en outre aux conditions suivantes : 

(c) les points de C* representent des courbes q qui n'ont pas de composante de degre i avec 
1 < i < n - 1; 

(d) lc morphisme tp : U„_i x P 2 >- C„ defini par (E, x) ^> /? E + x est un plongement ferme 

au-dessus de l'ouvert 6* . 

Trouver un ouvert satisfaisant aux conditions (a)-(c) est facile parce que l'ouvert deja construit 
dans la proposition 10.2 rencontre l'ouvert des courbes satisfaisant a la condition (c) : il suffit en 
effet de remarquer qu'il existe un point de U„_i representant un fibre E dont la courbe des droites 
de saut est irrcductiblc. Ccci rcsultc deja du resultat dc Barth qui dit que I'image de (3 rencontre 
l'ouvert des courbes lisses, resultat qu'on retrouve facilement, comme on l'a deja vu, a partir de 
la proposition 5.8. Pour realiser la condition (c), il suffit alors d'enlever a cet ouvert le ferme des 
points representant des courbes dont une des composantes est dc degrc i, oil 1 < i < n- 1. Pour 
realiser la condition (d) il suffit d'appliqucr l'hypothese de recurrence, compte-tenu du fait que 

l'application C„_i x P 2 G n est un plongement proprc au-dessus de l'ouvert de C„ des courbes 

satisfaisant a la condition (c). Le corollaire resultc alors trivialcmcnt dc la proposition 10.2. □ 

On verra meme qu'au dessus d'un ouvert convenable de C* ce diagramme est cartesien, au 
sens des schemas. Cet enonce entraine compte-tenu de l'hypothese de recurrence, que les fibres 
au-dessus d'un ouvert convenable de B sont reduites a des droites projectives. La demonstration 
de la proposition 10.2 utilise le resultat suivant du a Str0mme [23]. 

Lemme 10.4. - L'ensemble des points de U n correspondant aux fibres dont la courbe des 
droites de saut contient une droite est un ferme de U„ de codimension > n — 1. 

Demonstration de la proposition 10.2 

Soit R lc fcrmc dc C„ des points representant des courbes dont une des composantes est 
une droite. Le lemmc de Str0mme montre que I'image reciproque /3 _1 (R) rencontre U„ en 
codimension > n — 1. Par suite I'image par (3 de A' = /3 _1 (R) n U„ est contenue dans un ferme de 
dimension < 3n — 2. De plus, I'image du ferme A" de M„ correspondant aux faisceaux F tels que 
^(Ext 1 (F, 0)) > 2 est cont enue dans le ferme des courbes qui s'ecrivant /3g + C ou G est un faisceau 
de rang 2, \i— semi-stable, de classe de Chcrn (0, n — 2) et C une conique singuliere. L'ensemble de 
ces courbes est contenu dans un fcrmc de dimension < An — 7. L'ouvert 

e; = e„-/3(A 7 uA") 

satisfait aux conditions demandees. □ 

Lemme 10.5. - Le long des fibres de ir le faisceau inversible 0(<9M„) est isomorphe a 
Pl (-2). 

Demonstration. On sait que le groupe de Picard de M„ est Z 2 ; on le decrit en considerant 
l'orthogonal c ± de c = 2 — nh 2 dans le groupe de Grothendieck K(P 2 ) pour la forme quadratiquc 
u i ► x(w 2 ) et le morphisme naturel 

A M „ : c 1 - ► Pic(M„) 

defini par le determinant de la cohomologic [16]. On sait que cet homomorphisme est un 
isomorphisme. Considerons le sous-groupe de base T) et 23 oil D est le fibre determinant de 
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Donaldson, et 23 le fibre determinant, dcfini par 23 = — Am„(w) oil u e K(P 2 ) est la classe de 
Grothendieck definie par u = 2 + 2h + (n — A)h 2 . Ce sous-groupe est d'indicc 2 ou 1 suivant que n 
est pair ou impair. Dans Pic(M„), on a, cn notations additives <9M„ = 523 — 23 (cf. [17]). Fixons 
un point de U„_i correspondant a un faisceau localement libre stable E et un point x G P 2 . Pour 
calculer 23 le long de la droite Pi = P(E X ), on introduit la famille F parametree par P(E X ) definic 
par la suite exacte canonique sur P(E X ) x P 2 

►F ►QBE 0(l)Bfc(a:) ►O (10.2) 

oil k(x) est le faisceau structural du point x. La famille F ainsi obtenue fournit par la propriete 

de module grossier un morphisme /p : P(E.,,) *■ M„ qui identifie la fibre a la droite projective 

P(E X ). De la suite exacte ci-dessus, et de la caracterisation de 23, il en decoule, en introduisant les 
projections naturelles pr : et pr 2 sur P(E a: ) et P 2 respectivement 

^(23) = -A Mn («) = det p ri! (0(l) M k(x). pr*(u)) 

et par suite 23 = 0(2). Puisque D est trivial sur les fibres de (3, ceci conduit au resultat. □ 

11. Construction d'une surface S rencontrant dM n tranversalement le long d'une 

fibre de ir. 

11.1. Faisceaux de Hulsbergen 

Definition 11.1. — Un faisceau semi-stable F de rang 2 et classes de Chern (0,n) est appele 
faisceau de Hulsbergen si dimH°(F(l)) > 1. 

On considere le schema universel S C Hilb" +1 (P 2 ) x P 2 et le diagramme 

„ P r 2 ™ 

S P 2 

P r i 

Hilb" +1 (P 2 ) 

L'image directe = R 1 pr : , (3h(— 1)) = P r i* (0h(— 1)) est un faisceau localement libre de rang n + 1 
sur le schema de Hilbert. L'espace total du fibre en espaces projectifs (au sens de Grothendieck) 
S = P(3?) parametre les systemes coherents semi-stables (r, F(l)), oil F est un faisceau de rang 2, 
de classes de Chern (0,n) et T C H°(F) un sous-espace vectoriel de dimension 1, pour une notion 
adequate de semi-stabilite [17]. Considerons le fibre quotient canonique 0p(j>)(i) sur P(IR). II existe 
sur S x P 2 une extension universelle 

► 0(1,-1) ►F -Jes(0,1) -0. (11.1) 

oil Ss est le sous-schema de codimension 2 obtenu a partir de 5 par changement de base. Cette 
famille F definit une application rationncllc S ~^ M„. L'adherence de l'image est constituee des 
points de M„ qui peuvent se representer par un faisceau de Hulsbergen ; ce ferme est irreductible 
de dimension 3n + 2 (cf. [17]). 
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11.2. Famille a un parametre de faisceaux de Hulsbergen de D associee a. un couple 

(E,zo) £ P„_i x P 2 general. 

Considerons un fibre de Poncelet E fixe, de classes de Chern (0, n — 1) associe a un systeme 
lineaire (r, 8) sans point de base sur une conique lisse C de P 2 . Lc faisceau 6 est un faisceau 
inversible de degre n sur la conique C. On a done une suite exacte 

+T*®0 ► E(l) ► 6 ►O (11.2) 

de sorte que si xq est un point choisi en dehors de C la fibre Fi X() de E s'identific a T* . Considerons 
la droite projective P = P(F*) = P(E Xo ). Sur P x P 2 , la suite exacte (10.2) definit une famille 

plate de faisceaux parametrant la fibre de it : D «- U„_i x P 2 au-dessus du point (E,x ). Ces 

faisceaux sont evidemment des faisceaux dc Hulsbergen. 

Lemme 11.2. — Le faisceau F definit une famille de faisceaux de Hulsbergen de M„ qui 
provient d'un morphisme ip : P >- F(3V). 

Demonstration. Considerons le sous-schema A de Pi x C, plat et fini au-dessus de Pi, defini 
par le schema des zeros de la section canonique de 0(1) 6 associee au systeme lineaire. Le choix 
d'un generateur de A 2 r* fournit un isomorphismc r ~ T* ; on dispose alors de la suite exacte 
d'Euler sur P 

Op(-l) P O T* P (1) 

et par suite d'un morphisme injectif 0p(— 1) Kl Kl E(l) dont le conoyau est isomorphe a 
Ja(1, 2). Considerons l'ideal 3z du sous-schema de Z = AU(Px {x }) ; ce sous-schema de dimension 
relative et de degre n + 1 au-dessus de la droite projective P. On en deduit le diagramme 
commutatif de suites exactes au-dessus de P x P 2 : 





► 0(-l,-l) ► F ► J z (l,l) ► 



^0(-l,-l) ► OIE -Ja(1,1) (11.3) 



Op(l)Kfc(x ) ~ P (1) K k(x ) 





La propriete universelle du schema de Hilbcrt fournit un plongement ip : P Hilb rl+1 (P 2 ) 

tel que (ip x id) _1 (S) = Z. Considerons la suite exacte 

*0(-l,-l) F -J z (l,l) ►O (11.4) 
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figurant dans le diagramme ci-dessus. Si on restreint cette suite exacte a la fibre {77} x P 2 au-dessus 
du point 77 £ P on obtient encore par platitude une suite exacte, et cette suite exacte n'est pas 
scindable puisque le faisceau associe n'a qu'un point singulier. Ainsi, l'extension (11.4) dcfinit 

un morphisme if : P >- P(D£) au-dessus de ip caracterise par le fait que l'extension obtcnue a 

partir de (11.1) par le changement de base <p est l'extension (11.4). □ 

On se propose d'etendre le morphisme ip en un plongcment <j> : S F(X) d'une surface 

d'Hirzebruch au-dessus de P. Commencons par l'etude de ip* : 

Lemme 11.3. - - Soit A le schema des zeros de la section canonique de Op(l) S3 6, et 
t £ H°(Op 2 (l)) une forme lineaire ne s'annulant pas en x . 

(i) Le choix de t induit un isomorphisme 

i>*(X) = pr lst (0 A (-l))©0 Pl . 

(ii) Soit T 1 - C H°(6)* ['orthogonal de T. Le faisceau pr lt (0/^(—l)) possede un faisceau 
inversible quotient L isomorphe a Op(— 2) et un seul ; le noyau de la surjection 

pri.(0 A (-l)) — L 

est canoniquement isomorphe aT 1 ® 0p(— 1) — Op(— l) n_1 . 

(hi) Dans I 'isomorphisme Ext 1 (3z(0, 2), L) ~ Hom(ip* (31) , L) I'element de Ext 1 (3z(0, 2), L) sur 

P x P 2 correspondant a la projection V>*(^) L est a homothetie pres l'extension associee a la 

suite exacte 

► 0(-l, -1) F ► 3 Z (1, 1) ► 

figurant dans le diagramme (11.3). En particulier, ip* (0^(^(1)) ~ 0p(— 2). 

Demonstration. On a cvidcmment 31 ~ pr u (Os(— 1)) et par changement de base /*($) — 
P r i»(Oz(— !))• II en decoule (i). De la resolution 

O(-l) M 0* Op xC ► A 

on tire la suite exacte 

pri,(0 A (-l)) R 1 pr 1 ,(0p(-1)H9*(-1)) ► R 1 pr 1 ^(Op x c(0, -1)) 

ce qui montre apres dualite de Serre que N = pr 1 ^(0 A (— 1)) est le noyau du morphisme naturel 

Op(-l)(X>H°(6)* ► P induit par la projection canonique H°(0)* (8)0 P P (1). La filtration 

de Harder-Narasimhan de N fournit la suite exacte attendue : le quotient est le noyau du morphisme 
T* <g> Op(— 1) ► 0, lequel s'identifie, apres avoir choisi un generateur de A 2 r*, a Op(— 2) ce qui 

demontre (ii). L'isomorphisme Ext 1 (3z(0, 2), L) ~ Hom(/*(3l), L) resulte du theoreme de dualite 

de Serre relatif pour la projection pr 1 : P x P 2 ► P. Cet isomorphisme prouve qu'il n'y a qu'une 

extension non scindee a isomorphisme pres. II en decoule l'assertion (hi). □ 
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11.3. La surface de Hirzebruch E 

Considerons le fibre vectoriel de rang 2 sur P defini par W = 0p(— 2) © Op. C'est un fibre 
vectoriel quotient de rang 2 de tp*(0V) et par consequent la surface de Hirzebruch S = P(W) se 
plonge dans P(ft), de sorte que Ton a un diagramme commutatif 



£> Hilb" +1 (P 2 ) 




oil </> est le plongement ci-dessus. La surface E parametre une extension obtenuc a partir de 
l'extension (11.1) par changement de base, et done une famille 2f de faisceaux ,u— semi-stables 
de rang 2 et classe de Chern (0,n). Plus precisement : 

Proposition 11.4. — Le faisceau 1 definit une famille plate de faisceaux stables parametree 
par la surface de Hirzebruch E. 

Demonstration. La surface E a deux sections canoniques So et Eoo correspondant aux 
quotients 0(— 2) et 0. Le long de la section So, le morphisme compose P ~ So *- P(3£) 

coincide avec le morphisme <p considere ci-dessus. Designons par E* l'ouvcrt complcmcntairc de 
ces deux sections, et par Zs le sous-schema de E x P 2 obtcnu a partir de Z C P x P 2 par le 
changement de base E P. La projection (f>*ir*(JV) Op(l) induit une section a du faisceau 

inversible le long de Zs defini par Ext (Jz s (0, 2), pr*(0i;(l))). Ce faisceau inversible est isomorphc 
a Ext 2 (Oz s (2), pr*(0r(l))) et s'obtient done, apres tensorisation par Os(l), par le changement de 
base E P a partir du faisceau inversible sur Z 

Ext 2 (0 A , 0(0, -2)) © Ext 2 (Op x{;co} , 0(0, -2)) = (0(1) B 0)| A © Px{xo} 

Compte-tenu du fait que le faisceau 0(— 1) Kl 6 est trivial sur A, ce faisceau s'identifie aussi a 
0(2,0)| A ffiOp x{£c }- n en r esulte que cette section ne s'annule pas sur l'ouvert E* x P 2 , et done le 
faisceau ^Ie'xp* est localement libre. Pour i] G E*, le faisceau 3^ est done un faisceau localemcnt 
libre de rang 2, de classes de Chern (0, n) qui n'a pas de sections ; il en resulte que c'est un fibre 
stable. Reste l'etude de 2f le long de la section Eoo. 

Lemme 11.5. — Pour rj G E^, le faisceau 1^ est un faisceau stable singulier aux points du 
diviseur A v de C. 

Demonstration. De la suite exacte 3z v 3a, ®^{x } *- sur P 2 decoule 

l'isomorphisme 

Ext^Jz^l), 0(-l)) ^ Ext^Ajl), 0(-l)) © Ext 1 (J {xo}(1) , 0(-l)). 

Dire que n appartient a la section E^ signifie que l'extension provient de Ext 1 (J{ a . }(l), 0(— 1)) 
dans cct isomorphisme. Le faisceau G associe a une telle extension est alors le faisceau trivial de 
rang 2. Une section t de 0(1) ne s'annulant pas sur A,, fournit un morphisme surjectif G 0a„ 
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dont 3^ est le noyau, et on obtient le diagramme commutatif de suites exactes : 





► O(-l) ► 3 n ► 3 Z ,(1) ► 

I 

► O(-l) G ► 3 {xo} (l) ► 



Oa, — Oa,(1) 





Le choix d'un isomorphisme G ~ O 2 determine des formes lineaires (x, y) independantes s'annulant 
au point xq. 

Considerons un sous-faisceau F' de 3^ tel que le quotient F" = If^/F' soit sans torsion. Alors 
ci(F') < 1 et en cas d'egalite, la relation C2(F') + C2(F") = n + 1 montre que C2(F') < n + 1. 

Si Ci(F') = 1, le morphisme induit F' ► 3z„(l) scrait non nul, et done C2 > n + 1. Alors ce 

morphisme serait un isomorphisme, et la premiere ligne serait scindee, ce qui est absurde parce 
que H v est evidemment localement libre au voisinage de {xo}. Done Ci(F') < 0. 

Supposons que Ci(F') = 0. Le faisceau F' est l'intersection de avec un sous-faisceau 
O 2 , donne par un vecteur non nul (A, fi) E k 2 . Ainsi, le faisceau F' est le noyau du morphisme 

A ,(1). Par suite, 

C2(F')=lg(kerO A ^^±^0 At) (l)) 

> n - 2 

Ainsi, l'hypothese n > 5 entraine c 2 (F') > ^. Done le faisceau est stable. □ 

La propriete de module grossier de M„ permet d'associer a la famille J un morphisme 

/ : X >- M„ qui ne rencontre la frontiere dM n que le long des sections S et Sqo. Plus 

precisement, l'image reciproque de D est, au moins ensemblistement, la section So- L'enonce suivant 
montre que e'est l'image reciproque au sens des schemas : 

Proposition 11.6. — Le morphisme f : S «- M„ est transverse a D le long de T, . 

Demonstration. Pour toutc famille plate (£ s ) se s de faisceaux stables de M„, parametree par 
unc variete algebrique lisse S, l'image reciproque du diviseur dM n est le sous-schema defini par 
l'ideal de Fitting du faisceau pr x » ( Ext 1 (£, 0(0, —1)) (Str0mme [23], §4). Si on applique ccci a notre 
faisceau J on obtient sur S x P 2 la presentation 

O(-l,0) — Ext 2 (O Zs ,O(0,-2)) ► Ext 1 ^, 0(0,-1)) ► 
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Le faisceau Ext 2 (Oz s , 0(0, —2))) est localement libre de rang 1 sur Z, et le morphisme u s'identific 
a la section canonique de Ext 2 (Oz s , 0(0, —2)) ® 0^(1, 0) sur S deja utilisee ; si As designe l'image 
reciproque de A dans E x P 2 , on sait que 

Ext 2 (Oz s , O(0, -2)) = O As (2,0) © 0^ x{xo} 

ct sur le complementaire de Soo la premiere composante u)\ de u) ne s'annule pas. La deuxieme 
composantc uj 2 de u) est obtenue en restreignant 1'image reciproque du morphisme compose 
Os 7r*(W) Os(l) a S x {^o}- Le complementaire de S^ est isomorphe a l'espace total du 

fibre Op(— 2), la section So s'identifiant a la section nulle, et le fibre Oe(1) est isomorphe a l'image 
reciproque de Op(— 2) sur cet ouvert ; le morphisme uj 2 ci-dessus est donne par Identification 

P (-2) ► Px 

{x }(~ 2,0) des espaces totaux de ces fibres inversibles. En dehors de Soo, la 
section u>2 ne s'annule que sur So et ceci transversalement a la section nulle. Par suite, le faisceau 
P r i*(Ext 1 (3 r , Os x p 2 (0, —1))) est de longueur relative 1 le long de la section S . II en decoule qu'au 
sens des schemas, on a / _1 (<9M„) = S . On retrouve le fait que <9M„ est lisse en tout point de 
l'image de /; de plus, puisque S est lisse, le morphisme / est transverse a dM n . □ 



12. Image de S par le morphisme de Barth 

La famille de faisceaux 3 parametree par la surface S est une famillc de faisceaux stables de 
classes de Chern (0, n). On peut pour cette famille considerer la courbe des droites de saut. On 

note 7 : S C„ le morphisme compose (3 o / ainsi obtenu. 

Lemme 12.1. — Le long des fibres de S «- P le morphisme 7 est une homographie et done 

est injectif. 

Demonstration. Soit 77 € P, et Z v la fibre de Z au-dessus de n. Considerons, pour t e S^, la 
suite exacte 

► 0(-l) -J t ► J z ,(l) ► 

Considerons le diagramme standard 

D P 2 

P r i 

P* 



La courbe des droites de saut j(t) = f3p du faisceau F = jF t est definie par l'ideal de Fitting du 
faisceau R 1 pr l!> (pr2(F(— 1)). On a la suite exacte 

— pr^prSCJzJ) — O(-l) — R 1 pr 1 ,(pr^(F(-l))) — R 1 pr 1( ,(p^(J z J) — 

Le support de R 1 pr-^pr^pz)) est forme des points correspondant aux droites de P2 qui rencontrcnt 
Z suivant un sous-schema de longueur > 2; ce sous-schema est fini. II en decoule que pr-^pr^pz)) 
est un faisceau sans torsion de rang 1 et de classe de Chern c\ = — n — 1. L'ideal de Fitting de 
R 1 pr 1 ,(pr2(F(— 1))) coincide avec pi"i*(pf2(Jz^))(l) en dehors d'un ferme de codimension 2. Par 
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suite, F equation de /3p depend lineairement de la classe u) € W* C Ext (Jz„,0(— 2)) qui dcfinit 
l'extension. Cette equation est non nullc si ui est non nullc. Par suite, l'application obtenuc 

V p 

7) 

est une nomographic. □ 

Pour decrire l'image de S par 7 il suffit de decrire les images des sections So et Eoo. Le long 
de So, le morphisme 7 est constant et a pour image le point s defini par la courbe /3e +xq. Le long 
de la section : P >- Soc de S, la famille 2f isomorphe au noyau d'un morphisme surjectif sur 

P x P 2 

O 2 A 

associe au diviseur A. La restriction de 7 a P ~ S^ associe a un point de P(r) correspondant a 
un diviseur n = J2 a ec n ° a e ^> ^ a courDe du plan projectif dual decomposce en n droites dermic 
par 7(300(77)) = Y,aec 

Lemme 12.2. — Dans I'espace projectif C„, l'image de la section E M C S par le morphisme 7 
est une conique lisse Q qui ne rencontre chacune des droites 7(S^) 7 oil r\ e P, qu'en un seul point. 

Demonstration. Considerons sur la conique C un fibre inversiblc A de degre 1, de sorte que 
6 ~ A®". Sur P(H°(6)*) x C on dispose d'une section canonique de 0(1) Kl L dont le schema des 
zeros est une hypersurface plate ct finie de degre n au-dessus de I'espace projectif P(H°(6)*). On 

en deduit un morphisme P(H°(6)*) >- Div"(C) qui est evidemment un isomorphismc. On a 

d'autre part un isomorphisme S"C ~ Div"(C) qui identifie le fibre 0(1) avec le fibre determinant 
Da = A/6„. Dans le plongement S™C = Div"(C) G n l'image reciproque du fibre 

0(1) est isomorphe a 0(2). L'image de P dans Div™(C) est une droite projective. Considerons le 

plongement j = 7 o : P <— > G n . L'application lineaire associee H°(e„,0(l)) H°(P, 0(2)) 

est obligatoircment surjective, sinon le morphisme j : P «- C„ se factoriserait a travers un 

morphisme de degre 2, et ne serait pas injectif. Le morphisme j se factorise suivant le diagramme 

P l -* P(H°(P,0(2))*) 




ou i est le plongement de Veronese de la droite P dans le plan projectif. Done l'image de la droite 
projective P est une conique lisse Q. □ 

Montrons que pour 77 G P, la conique Q ne rencontre la droite 7(S T) ) qu'en un seul point : 
sinon, le point defini par la courbe 0e + %o appartiendrait au plan Span(Q) de la conique Q et il 
existerait des droites 7(S^) tangentes a Q. Or le morphisme induit par la diffcrentielle d-f sur les 
fibres normaux 

N Soo/E = 0(2) » N Q/e „ = 0(2) © 0(1) N ~ 2 

ou N = dime„ est non nul est done injectif. Ccci contredit le fait qu'il existe parmi les droites 
7(S 7) ) des droites tangentes a Q. 
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COROLLAIRE 12.3. — (i) Le point s n'appartient pas au plan projectif Span(Q) engendre par 
la conique Q. 

(ii) L'image de £ par le morphisme 7 dans Vespace projectif des courbes C n est le cone 
quadratique R de somraet le point s = (3e + &o et de base la conique Q = 7(S 00 ). 

Considerons l'espace projectif Span(R) de dimension 3 engendre par le cone R. L'enonce suivant 
est la cle de la demontration : 

Lemme 12.4. — II existe un ouvert de Zariski non vide IX de Grass(2, H°(6)) x (P 2 \ C) tel 
que pour (T,x ) G II les proprietes suivantes soient satisfaites : 

(i) La courbe de saut [3e du fibre de Poncelet est lisse. 

(ii) Le sous-espace projectif T s tangent en s a l'image du morphisme 

S„_i x P 2 C„ 

defini par I'addition des diviseurs de P 2 rencontre l'espace projectif Span (R) au seul point s defini 
par le sommet du cone R. 

Demonstration. D'apres la proposition 5.8, si T C H°(0) est sans point de base et tel que 
z 2 H°(0(— 2)) fl T = {0} pour toute droite d'equation z = la courbe de Poncelet associee a (T, G) 

est lisse. Done la condition (i) est satisfaite. Elle impliquc que le morphisme C n -i x P 2 ► C n 

est non ramifie en (Pe,xo) ■ l'espace tangent projectif T s en s a l'image est alors l'espace projectif 
des courbes de C„ qui contiennent l'intersection /3e flxo- Verifier la condition (ii) revient a verifier 
que le plan projectif Span(Q) engendre par la conique Q ne rencontre pas T s . 

On designe pour z G P 2 par H z C C„ l'hyperplan projectif des courbes de degre n de P 2 qui 
passent par z. Tout point z G [3e definit une droite de P 2 , dont on designe aussi par z l'equation, 
telle que rnzH°(0(— 1)) 7^ {0}. L'intersection H z nQ est reduite au seul point defini par la courbe 
associee au diviseur (s) d'une section non nullc seTfl zH°(6(— 1)). En effet, un point de H z n Q 
definit un diviseur de C associe a une section t e T s'ecrivant (t) — J2i a i' tel que 01 G z. Les 
sections s et t s'annulent alors cn ai, et puisquc le systcme lineaire T est sans point de base, les 
sections s et t sont proportionnclles. II cn resultc que l'hyperplan H z rencontre le plan SpanQ 
suivant la droite tangente a la conique Q determinee par le diviseur (s). 

Soit Q la conique duale de Q. Considerons le morphisme 

r : fa Q 

qui associe au point z la tangente H z n Span(Q). Dans l'identification Q ~ P(r), ce morphisme 
associe a z l'unique section s G P(r) qui s'annule sur zflC. C'est un morphisme fini de degre 
±n(n- 1). 

Lemme 12.5. — Si xo est generique, la restriction de r d 0e H xo est injective. 

Ce lemme sera demontre ci-dessous. Supposons xq sumsamment general pour que la proprictc 
du lemme 12.5 ci-dessus soit vraie et que la droite xq ne soit pas tangente a 0e- Si T s rencontre 
Span(Q) en un point w, le point w definit une courbe de degre n qui contient (3e H xq- Alors w 
appartient aux tangentes H z nSpan(Q), pour tout z G /3e C)xq. D'apres le choix de xo ces tangentes 
sont distinctes : le point w appartient done tangentes a la conique Q, ce qui est absurde 

puisque n > 5. □ 

Demonstration du lemme 12.5. 

Considerons l'ensemble K des couples (s,£) G P(r) x P 2 telles que lg(^ n r _1 (.s)) > 2. Par 
projection sur P(r) on voit que c'est un fcrmc de dimension 1 et par consequent l'image de K dans 
P 2 est de dimension 1. Si on prend x en dehors de ce ferme, la restriction de r a [3e (~l xq est 
injective. □ 
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13. Contractions 

On se propose dans cette section de donner un enonce permettant de verifier que sous certaines 
conditions, un morphisme est une contraction sur son image, et done generiquement injectif. Un 
morphisme projectif et plat de fibre Pi est appele Pi— fibration. 



Proposition 13.1. 



Soient (3 : M 



6 un morphisme propre de variete algebriques 



irreductibles et lisses, et Y C 6 une sous-variete fermee integre de G. On suppose que les conditions 
suivantes sont satisfaites : 

(i) Au-dessus de I'ouvert 6 \ Y, le morphisme (3 est ftni. 

(ii) Le sous-schema D = (3~ 1 (Y) est un diviseur de M. 

(iii) Le morphisme induit /3|d : D >- Y est une Fi-fibration, et la restriction de 0(D) a la 

fibre est de degre —k<0. 

(iv) Le morphisme induit par la differ entielle sur les faisceaux conormaux 



Y/e 



/3*OT d /m) 



est surjectif. 

Alors le morphisme (3 est generiquement injectif. 

Pour demontrer cc rcsultat, on considere la factorisation de Stein de (3 et le diagramme 
commutatif suivant qui en decoule : 

D ^ M 



/3|d 



Par construction, v est un morphisme fini, et on a /3*(0m) = Og- On obtient en considerant le 
faisceau conormal Ny/e de Y dans C la factorisation de t d[3 : 



Y/e 




D/MI 



L'assertion (ii) du lemme 13.2 ci-dessous montre que sur un ouvert non vide de Y, le morphisme 
t df3 est generiquement un isomorphismc. D'apres la condition (iv), la flcche horizontale est done 
generiquement surjective. II en resulte que la diffcrcnticlle dv est generiquement injective le long 
de Y et par suite le morphisme v est generiquement injectif : il suffit en effet d'appliquer le lemme 
7.4 du chapitre II de Hartshorne [8] au morphisme d'anneaux locaux de Oqc 0~ induit 

par v, oil £ designe le point generique de Y. Lc morphisme (3 etant birationnel, on obtient que le 
morphisme (3 est aussi generiquement injectif, ce qui acheve la demonstration de la proposition 
13.1. 

II reste a etudier le faisceau conormal N ~. 

Y/e 
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Lemme 13.2. - On suppose satisfaites les conditions (i),(ii), et (iii) de la proposition 13.1. 
Soit le voisinage infinitesimal d'ordre £ de Y dans G et le voisinage infinitesimal d'ordre 

I de D dans M. 

(i) Le morphisme 

Y m /3*(0 D w) 

est generiquement un isomorphisme. 

(ii) Le morphisme 

*^:K Y/ ~ — MK/m) 
est generiquement un isomorphisme. 

Demonstration. Cc lcmmc est une consequence du theoreme des fonctions formelles (cf. 
Hartshorne [8]). Designons par Iy l'ideal de Y dans C„, et par Id l'ideal de D dans M„. L'image 
reciproque du sous-schema Y de C par le morphisme (3 est contenue dans l'image reciproque de Y 
par le morphisme f3. Elle coincide done avec le sous-schema D. Soit rj le point generique de Y, et 
0~ le complete de l'anneau local 0~ ^ pour la topologic l v — adiquc. Le theoreme des fonctions 
formelles montre que le morphisme canonique 

6~ hm^(0/I D ), 

est un isomorphisme. On sait que fibre conormal de N D ^ M est, le long des fibres de la projection 

D - Y, isomorphe a 0(k). D'apres le theoreme de changement de base, on a R 1 / 9»(S^NJjy M ) = 0. 

II en resulte que pour tout I > 0, le morphisme canonique 

£m&(Q/&)„ - /J.(Q/&)„ 

i 

est lui aussi surjectif, et le diagramme commutatif 

6~ r; ► hm^(0/I D ), 

t 

(0/4), MOfttir, 

montre que pour tout entier i > le morphisme canonique 0/I Y *- /3*(0/I D ) est surjectif au 

point generique de Y. Pour I = 1, ce morphisme est induit par la projection D Y et par suite, 

e'est un isomorphisme. Le diagramme commutatif de suites exactes 

I Y /I Y O/Iy O/Iy 

I 

► A(Id/I d ) — &(0/I D ) — ^.(O/Id) — 

montre que la premiere flcchc vcrticale est surjective au point generique de Y. 
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Montrons que le morphisme 0/I Y *■ /3*(0/Ip) est injcctif au point generique r\ de Y. 

Considerons unc section locale u G 0~ . On suppose que f3*(u) S /3*(Iq),,. Ainsi, j3*{u) s'annule a 
l'ordre £ le long de D a l'ordre £. Considerons la classe de (3*(u) dans /3* (Id /lfj~ ^ e morphisme 

S^/3*(Id/Id) •* /^*(Id/Id +1 ) est d'apres le theoreme de changement de base, surjectif. II en resulte 

qu'il existe ui £ I Y tel que (3*(u — ug) appartienne a /3*(l'^ 1 ) v . Par recurrence, on obticnt en 
recommencant la construction precedente pour i > £ des elements Ui e Iy"* tel que 

&(u- E «0 e &(lD +fc+ V 

£<i<£+fc 

Autrement dit, dans Km (3^(0/l^,) v on a 



Compte-tenu du theoreme des fonctions formelles, cette egalite implique u = X^>£ u « dans le 
complete 0~ . Mais alors u appartient au complete Iy r) . Mais d'apres Atiyah-Macdonald ([1], 
proposition 10.15), on a 

Ceci prouve que le morphisme 0/I Y *- /3*(0/Id) est injectif au point 77. Ceci demontre l'assertion 

(i). L'assertion (ii) decoule du diagramme commutatif de suite exactes deja ecrit, dans lequel les 
Heches verticales sont maintenant des isomorphismes. □ 



14. Fin de la demonstration 

On suppose que le theoreme 1.1 est vrai a l'ordre n — 1. Pour appliquer le resultat de la 
section ci-dessus, on considere un ouvert 6* de C„ satisfaisant aux conditions (a)-(d) decrites dans 
la demonstration du corollairc 10.3. 

Considerons la variete Y = -0 _1 (C*) de plongee comme une sous-variete fermee de C*. Nous 
allons montrer que les conditions de la proposition 13.1 sont satisfaites avec k = 2, et quitte 
a diminuer au besoin l'ouvert 6*, pour le morphisme /3 _1 (C*) C* induit par [3. En effet, 

les points du complementaire ft de Y dans C* s'ils proviennent de M„, representent des courbes 
irrcductibles, et le morphisme (3 est alors quasi-fini d'apres [13] et propre au dessus de cet ouvert 
fi, done fini, ce qui demontre (i). Le sous-schema image reciproque de Y par /? est ensemblistcmcnt 
la trace de D ; nous allons montrer qu'il l'est au sens des schemas. La dimculte est que l'ouvert 
C* ne contient pas lc point corrcspondant a la courbe correspondant au sommet s du cone 7(E) 
construit dans la section §12. Nous allons done dans un premier temps travailler au-dessus d'un 
ouvert G' n plus grand que l'ouvert C* ci-dessus. 

Considerons l'ouvert Q' n de C„ des courbes qui satisfont a la condition (c), de sorte qu'au- 

dessus de cet ouvert, le morphisme j : W = C„_i x P2 G n defini par l'addition des diviseurs 

de P2 es t un plongement sur unc sous-variete fermee de G' n . Designons par Y' C U n -i x P2 , 
M^ C M„ et D' C D les images reciproques de l'ouvert C' n de sorte qu'on deduit du diagramme 
(10.1) le diagramme commutatif 

d' m; 

* I 3 (14.1) 

y' — w' c e' n 
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La differentielle dp induit pour les faisceaux conormaux un morphisme de faisceaux algebriques 
coherents au-dessus de Y' 

r^w'/eO — MK>/m>J (14-2) 

Lemme 14.1. - 

(i) On oR 1 7r,(N*, /M{i )=0; 

(ii) le faisceau 7i*(Nq,^ m , ) est localement libre de rang 3, et sa fibre au-dessus d'un point 
z € Y' s'identifie a I'espace vectoriel H°(Np,^ M , (z)) des sections de la restriction NJj,^ M , (z) du 
fibre conormal NJj,^ M , a la fibre tt^ 1 (z). 

(iii) le morphisme de faisceaux localement libres V'*(N^ v ,y e , n ) tt*(Nq,/ m , ) induit par 

V application cotangente a (i est generiquement surjectif. 

Demonstration. Les assertions (i) et (ii) resultent du fait que le morphisme tt : D ► U„_i x 

P2 est un morphisme projectif lisse dont la fibre s'identifie a la droite Pi; en particulier, il est plat, 
et de plus, la restriction du fibre conormal Np, Mn a une fibre est isomorphe a 0(2). Le meme 

resultat est evidemment vrai pour la fibration D' ► Y' induite par tt. Pour (iii) on considere 

la fibre de n au-dessus du point z = (E,xo), ou E est un fibre de Poncelet de U„_i associe a un 
systeme lineaire (L, Q) sur la conique lisse C et x un point de P2 suffisamment generaux pour que 
les conclusions du lemme 12.4 soient vraies. Puisque la courbe de Poncelet /3e est lisse, ce point 
appartient a l'ouvert Y'. Considerons la surface de Hirzebruch S associee et son image /(X), qui 
rencontre D transversalement suivant la fibre de tt au-dessus de z ; considerons la restriction du 
morphisme a la fibre n~ 1 (z) 

NW'/e;^) — t.(Nd//m;)(«) 



H°(N£, /M ,(z)) 



L'application lineaire composee est surjective : en effet, si 3 points ai sont choisis sur la droite 
projective Pi = 7r _1 (z) formant un rcpcrc, du fait que Njjj,y M , (z) — Op 1 (2), le morphisme de 

restriction H°(N^,y M , (z)) ~ J^i N D # /M' n ( a i) es t un isomorphisme. L'application lineaire composee 



w/e 



ii n d/m„^ 



est la transposee de l'application lineaire 



=i,2,3Nd'/m; 



(Oi) 



%'/e n ( 2 ) induite par 



l'application lineaire tangcntc d ai /3 aux points aj. Cette application lineaire se factorise suivant 
le diagramme 



>i=l,2,3N D '/M;K) 



T,R 



N W '/e n (^) 

ou R est le cone quadratique de sommet s construit dans le corollaire 12.3. Compte-tenu de la 

proposition 11.6, la fieche horizontale s'identifie a l'application lineaire ©iN So / s (ai) ► T S R 

induite par la differentielle de 7 : e'est un isomorphisme. D'apres le lemme 12.4, la flechc composee 
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est injective. Done la fleche verticale est injective. Le lemme en decoule, compte-tenu du fait que 
Y' est irreductible, et du fait que les points au-dessus desquels un morphisme de fibres vectoriels 
est surjectif forment un ouvert. □ 



Fin de la verification. 

Considcrons le diagramme induit au-dessus de l'ouvert C* 



D* 



m: 



ft 



(14.3) 



dont on sait deja qu'il est cartesien au sens ensembliste. La condition (iv) de la proposition 13.1 est 
satisfaite sur un ouvert non vide de Y; quitte a diminuer au besoin l'ouvert 6*, on peut supposer 
que cette condition (iv) est vraie sur Y tout entier. II en resulte que pour a e D* la differentielle 

d a ft induit sur les espaces normaux une application lineaire Nrj/M„( a ) *" Ny/e„( 7r ( a )) injective. 

Par suite, l'espace tangent de Zariski en a au sous-schema f3~ 1 (Y) est reduit a l'espace tangent 
T a D. Ainsi, lc sous-schema ft~ 1 (Y) est reduit a D* ct la condition (ii) de la proposition 13.1 est 
satisfaite. La condition (iii) etant vraie d'apres le lemme 10.5, nous sommes exactement dans les 
conditions d'application de la proposition 13.1. Done le morphisme ft est generiquement injectif. 
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